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Введение

Актуальность темы исследования

Актуальность теоретического исследования задач фильтрации в пористых сре-

дах связана с их широким применением в решении важных практических задач.

Примерами являются: фильтрация вблизи речных плотин, водохранилищ и дру-

гих гидротехнических сооружений [13]; ирригация и дренаж сельскохозяйствен-

ных полей [35]; нефтегазодобыча [24], [25], [27], [54], в частности, динамика тре-

щины гидроразрыва пласта [8], проблемы дегазации угольных и сланцевых ме-

сторождений с целью извлечения метана [9]; движение магмы в земной коре [61],

[66], геотектоника при исследовании проседания земной коры, процессы, происхо-

дящие в осадочных бассейнах [62], [64], и т.д. Построение математических моделей

таких процессов затруднено тем, что течение жидкости часто рассматривается в

подвижной неоднородной среде, которая характеризуется наличием переменной

пористости. Особенностью рассматриваемой в данной работе модели фильтрации

жидкости в пористой среде является учет подвижности твердого скелета и его

пороупругих свойств. Интерес к этой задаче возникает также в связи с широким

применением поверхностных волн, которые возникают в вязкоупругих средах, при

взаимодействии трех распространяющихся независимо друг от друга волн: быст-

рой и медленной продольных, а также поперечной [54]. Поверхностные волны

подробно исследуются применительно к задачам сейсмологии, неразрушающего

контроля, акустоэлектроники и ряда других направлений [51].

Степень разработанности темы исследования

Процессам фильтрации жидкости в пористых средах посвящена обширная ли-

тература (см. [74], [75] и приведенные там ссылки). При этом в рассматриваемых
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задачах, как правило, возникают отличительные характеристики, которые дела-

ют невозможным единый подход к моделированию этих процессов. Параметры,

входящие в эти уравнения, существенным образом зависят от свойств, как флюи-

дов, так и вмещающей среды. Поэтому в настоящее время существует множество

различных моделей пористых сред [10], [86], [87]. Однако в большинстве из них

принимается, что твердый пористый скелет неподвижен, т.е. пористость являет-

ся заданной функцией. Тем самым они могут быть отнесены к теории фильтра-

ции Маскета-Леверетта [5] или теории гомогенизации [68]. В случае двухфазного

движения несмешивающихся несжимаемых жидкостей в недеформируемой пори-

стой среде математическая теория процесса построена в работах С.Н. Антонцева,

В.Н. Монахова [5], численные решения построены в [19].Вопросам обоснования

начально-краевых задач двухфазной фильтрации в недеформируемой пористой

среде также посвящены работы [1], [15], [20].

Концепция Терцаги эффективного напряжения для одномерной модели дефор-

мации пористой среды является одним из первых инструментов построения моде-

лей пороупругих сред, в которых учитывается подвижность скелета и его поро-

упругие свойства. В данном подходе эффективное напряжение определяется как

разница между общим напряжением и давлением жидкой фазы [82], [83]. Это по-

ложение отражает тот факт, что жидкость несет на себе часть нагрузки. В этом

подходе основополагающей является связь между деформацией скелета твердой

матрицы и процессами течения жидкости. В дальнейшем теория Терцаги была

развита Био [50], который представил совместную модель деформирования на-

сыщенной флюидом пористой среды и явился основоположником теории поро-

упругости. Практически одновременно и независимо близкая теория была развита

Френкелем [42]. Позднее аналогичные модели были предложены в работах В.Н.

Николаевского, П.П. Золотарева, и Х.А. Рахматуллина [17], [26], [36].

В работе [11] пористость зависела от давления (но деформация пористого скеле-

та не рассматривалась). В работе [87] предложена модель двухфазной фильтрации

в деформируемой пористой среде, в которой движение твердого скелета описыва-
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лось на основе аналога принципа Терцаги и модифицированного линейного закона

Гука. Вопросы обоснования в этой работе не рассматривались. Это было сделано

в работах [12], [77], где были построены частные решения.

Все эти модели являются весьма сложными как с теоретической точки зре-

ния, так и в отношении их использования для решения конкретных прикладных

задач. На сегодняшний день существуют единичные работы, посвященные обос-

нованию моделей фильтрации в деформируемых пористых средах. Выполненные

в этом направлении математические работы основаны, как правило, на классиче-

ской теории фильтрации, а вопросы обоснования исследованы только в отдель-

ных модельных случаях. Строгие математические результаты в области филь-

трации в деформируемых пористых средах представлены только в нескольких

работах, посвященных проблемам существования и единственности решений та-

ких задач. Так, например, в работах [45], [65], [81] на основе ряда упрощающих

предположений исходные системы сводились к одному уравнению высокого по-

рядка. В [81] установлена локальная разрешимость задачи Коши в пространствах

С.Л.Соболева. В работах [45], [65] исследованы решения типа "простой волны".

Численные исследования такого рода задач проведены, например, в работе [78].

Определяющие уравнения.

Для каждой составляющей двухфазной среды (скелета s и содержащейся в ней

жидкой фазы f) вводятся понятия объемов твердого скелета Vs и пор Vp. Тогда

удельный объем пор (пористость, доля объема среды, приходящаяся на пустоты)

φ =
Vp
Vt
, где общий объем Vt = Vp + Vs.

Скорость Дарси (удельный расход на единицу площади поверхности) определя-

ется следующей формулой [13]

~qD = φ(~vf − ~vs),

где ~vf , ~vs – скорости жидкости и скелета соответственно.

Закон сохранения массы для жидкости и твердой фазы в отсутствие фазовых
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переходов выглядит следующим образом [56]

∂(ρfφ)

∂t
+5 · (ρfφ~vf) = 0,

∂(1− φ)ρs
∂t

+5 · ((1− φ)ρs~vs) = 0, (1)

где t – время, ρf – плотность жидкости, ρs – плотность твердой фазы, 5 =

( ∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ∂
∂x3

) – оператор градиента, (x1, x2, x3) – переменные Эйлера.

Закон сохранения массы можно записать в терминах материальной производной

( ddt = ∂
∂t + ~vs · 5). Откуда для жидкости получим

dρfφ

dt
= −5 ·(ρf(~qD + φ~vs). (2)

Для несжимаемой твердой фазы (ρs = const) уравнение (1) можно представить

в виде
∂(1− φ)

∂t
= −(1− φ)(5 · ~vs)− ~vs · 5((1− φ)),

и, следовательно,

5 · ~vs =
1

1− φ
dφ

dt
.

При движении жидкости в деформируемой среде постулируется [56], [69]:

1. общий тензор напряжения σ определяется через тензор напряжения твердой

фазы σs и жидкой σf по правилу:

σ = (1− φ)σs + φσf = (1− φ)(Ss − psI)− φpfI,

а полное (общее) давление есть ptot = (1 − φ)ps + φpf , где σs, ps – соответствен-

но тензор напряжения и давление твердой фазы, Ss = 2ηε̇D – девиатор тензора

напряжений, ε̇D = 1
2

(
∂vs
∂~x +

(
∂vs
∂~x

)∗) – тензор скоростей деформации, η – динами-

ческая вязкость твердой фазы, σf , pf – тензор напряжения и давление жидкой

фазы;

2. девиатором тензора напряжения в жидкой фазе пренебрегают (Sf = 0), по-

тому что вязкость жидкости много меньше, чем сдвиговая вязкость скелета.
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В соответствии с принципом Терцаги [82] деформация двухфазной среды опре-

деляется через эффективное напряжение σe = σ + pfI. Тогда в случае полного

насыщения среды динамическое эффективное давление pe = ptot − pf [79].

Заметим, что

dφ =
dVp
Vt
− Vp

dVt
V 2
t

=
dVp
Vt
− φdVt

Vt
. (3)

Если плотность ρs твердой фазы постоянна, то dVs = 0 и dVt = dVp. Из уравнения

(3) получим

dφ = (1− φ)
dVt
Vt
. (4)

В работе [47] было выдвинуто предположение, что пористость является функ-

цией эффективного давления φ = φ(pe), в частности: φ = φ0 exp{−bpe}. В подходе,

используемом в данном исследовании, объемная сжимаемость двухфазной среды

βt определяется как относительное суммарное изменение объема, реагирующее на

изменение приложенного эффективного динамического давления: βt = − 1
Vt

(∂Vt∂pe
).

Уравнение (4) примет вид

dφ = −(1− φ)βtdpe.

Объемная сжимаемость также является функцией пористости, например:

βt(φ) = φbβφ, где βφ – коэффициент сжимаемости, b – положительная постоян-

ная:

βφ = −1/Vp(∂Vp/∂pe).

Тогда изменение пористости в случае упругого сжатия может быть записано сле-

дующим образом [48], [58]:

1

1− φ
dφ

dt
= −βt(φ)

dpe
dt
.

При этом закон вязкой деформации может быть записан как [58], [55], [63], [80]

1

1− φ
dφ

dt
= −pe

ξ
,

где ξ – объемная вязкость. Аналогичное соотношение используется при изучении

переноса магмы в мантии Земли [61], [66].
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Объемная вязкость зависит от φ, например: ξ(φ) = η
φm , где m – положительная

постоянная [52], [53], [61], [66].

Таким образом постулируется реологический закон, объединяющий упругую и

вязкую сжимаемость [54], [63]
1

1− φ
dφ

dt
= −βt(φ)

dpe
dt
− pe
ξ(φ)

.

Уравнение сохранения импульса для жидкости берется в форме закона Дарси

[49], [67]

~qD = −K 5
(
Pex
ρfg

)
,

где K – гидравлическая проводимость (тензор фильтрации), K = (k′ρfg)/µ, k′, µ

– проницаемость и динамическая вязкость жидкости, g – ускорение силы тяжести

(~g = (0, 0,−g)), Pex – избыточное давление жидкости, определяемое как разность

между давлением жидкости и гидростатическим давлением:Pex = pf−ph. Отсюда

получаем, что

~qD = −k
′

µ
(5pf + ρf~g).

В некоторых случаях коэффициенты k′, βt, ξ могут быть опытным путем опреде-

лены несколько иначе. В частности они могут иметь следующий вид: βt = φbβφ, ξ =

η/φm, k′ = kφn, где k – проницаемость, b = 1/2,m ∈ [0, 2], n = 3 [54].

Уравнения моментов для каждой из фаз имеют вид [62]

∇ · (φσf)− ρfφ~g +M = 0,

∇ · ((1− φ)σs)− ρs(1− φ)~g −M = 0,

где M – межфазный обмен импульсом.

Складывая эти уравнения, получим уравнение сохранения импульса системы

"твердая матрица - поровая жидкость"[48], [56], [69], а именно: уравнение несжи-

маемой деформации твердого скелета с учетом влияния порового давления жид-

кости:

∇ · σ + ρtot~g = 0,

где ρtot = (1− φ)ρs + φρf - средняя плотность среды.
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В развернутой форме предыдущее уравнение принимает вид [62]

ρtot~g + div

(
(1− φ)η

(
∂~vs
∂~x

+ (
∂~vs
∂~x

)∗
))
−∇ptot = 0.

В некоторых прикладных задачах уравнение баланса сил используется в виде

[56], [62], [66]

−∇ptot + ρ~g = 0.

Таким образом, уравнения модели при отсутствии фазовых переходов имеют

вид [54], [56], [62], [69]:

∂(1−φ)ρs
∂t + div((1− φ)ρs~vs) = 0,

∂(ρfφ)
∂t + div(ρfφ~vf) = 0, (5)

φ(~vf − ~vs) = −kφ
n

µ
(∇pf + ρf~g), (6)

∇ · ~vs = −a1(φ)pe − a2(φ)(
∂pe
∂t

+ ~vs · ∇pe), (7)

∇ · σ + ρtot~g = 0, ρtot = φρf + (1− φ)ρs, (8)

ptot = φpf + (1− φ)ps, pe = (1− φ)(ps − pf). (9)

Данная квазилинейная система составного типа описывает пространственное

нестационарное изотермическое движение сжимаемой жидкости в вязкоупругой

среде. Здесь ρf , ρs, ~vs, ~vf – соответственно истинные плотности и скорости фаз; φ –

пористость; ~g = (0, 0,−g) – плотность массовых сил; k – проницаемость, µ – дина-

мическая вязкость жидкости ; a1(φ), a2(φ) – параметры пороупругой среды, ; ptot
– общее давление, ρtot – общая плотность. Задача записана в эйлеровых координа-

тах (x1, x2, x3), t. Истинная плотность горной породы ρs принимается постоянной.

Система (5)–(9) является замкнутой, если pf = p(ρf) или ρf = const. В общем

случае искомыми являются величины φ, ρf , ~vs, ~vf , pf , ps.

Численные исследования различных начально-краевых задач для системы урав-

нений (5)–(9) проводились в работах [54], [69], [88]. Вопросы обоснования в данных

работах не рассматривались.



– 10 –

Цели и задачи исследования

Целью работы является математическое исследование проблемы разрешимости

начально-краевых задач для систем уравнений фильтрации жидкости в пороупру-

гих средах, исследование свойств существующего решения.

Научная новизна

Все основные результаты диссертации являются новыми, подтверждены полны-

ми доказательствами, представляют научный интерес.

Теоретическая и практическая значимость

Полученные результаты носят теоретический характер и представляют интерес

для специалистов в области дифференциальных уравнений. Они могут служить

обоснованием численных методов решения начально-краевых задач для уравнений

движения жидкостей в пороупругих средах.

Методология и методы исследования

Для реализации задач, поставленных в диссертации, будут использованы ме-

тоды функционального анализа, а именно теоремы о неподвижной точке, мето-

ды дифференциальных уравнений и уравнений математической физики [23], [73].

Применительно к одномерным однофазным задачам будет использован переход

к переменным Лагранжа по скорости твердой фазы, позволяющий в некоторых

случаях исключить из системы уравнений скорость твердой фазы и получить

нелинейную систему составного типа. Последняя в случае вязких свойств среды

сводится в случае постоянных плотностей к вырождающемуся на решении пара-

болическому уравнению [37], для которого будет использован метод интегральных

энергетических оценок [46] при доказательстве свойств конечной скорости распро-

странения возмущений и конечного времени стабилизации решения. Для вязких

пористых сред исходная система в переменных Лагранжа сводится к уравнению

третьего порядка для пористости и может быть исследована методами функцио-

нального анализа, развитыми для уравнений высокого порядка [22]. Также будет

использован аппарат механики сплошных сред для формулирования математиче-

ской постановки задачи.
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Положения, выносимые на защиту

Работа выполнена в Федеральном государственном бюджетном образователь-

ном учреждении высшего образования «Алтайский государственный универси-

тет». На защиту выносятся следующие результаты:

– доказательство локальной по времени однозначной разрешимости в гладких

классах задачи о нестационарном изотермическом одномерном движении вязкой

сжимаемой жидкости в вязкой пористой среде;

– доказательство глобальной разрешимости в гладких классах задачи о неста-

ционарном изотермическом одномерном движении вязкой несжимаемой жидкости

в вязкой пористой среде;

– доказательство свойства конечного времени стабилизации решения задачи о

движении вязкой несжимаемой жидкости в упругой пористой среде; а также свой-

ство конечной скорости распространения возмущений;

– доказательство существования автомодельного решения задачи о движении

вязкой несжимаемой жидкости в вязкоупругой пористой среде;

– решения в квадратурах для двумерной линеаризованной задачи о движении

несжимаемой вязкой жидкости в вязкоупругой пористой среде.

Степень достоверности и апробация результатов

Обоснованность и достоверность научных положений, выводов и рекомендаций

достигается: использованием общих методов решения эволюционных краевых за-

дач, изложенных, например, в монографиях О. А. Ладыженской, Ж. - Л. Лионса,

С. Н. Антонцева, А. В. Кажихова, В. Н. Монахова; при доказательстве теорем

существования основные усилия сосредоточены на получении априорных оценок,

на основе которых, с помощью известных теорем из анализа, показывается разре-

шимость задач, а также методом локальных энергетических оценок показана ко-

нечная скорость распространения возмущений, локализация решений задач; фор-

мулировка результатов работы в виде математических теорем, которые сопровож-

даются строгими доказательствами.

Основные результаты работы докладывались
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– на семинарах кафедры дифференциальных уравнений Алтайского государ-

ственного университета (руководитель семинара: доктор физ.-мат. наук, заведую-

щий кафедрой А. А. Папин);

– на семинаре Алтайского государственного университета "Задачи индустриаль-

ной и прикладной математики"(руководитель семинара: доктор физ.-мат. наук,

заведующий кафедрой А. А. Папин);

– на семинаре Института гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН "При-

кладная гидродинамика"(руководитель семинара: чл.-корр. РАН, профессор В.В.

Пухначев);

– на семинаре "Обратные задачи"кафедры математического анализа и диффе-

ренциальных уравнений Института математики и фундаментальной информати-

ки СФУ (руководители семинара: доктор физ.-мат. наук, профессор, заведующий

кафедрой Ю.Я. Белов);

– на семинаре "Математические модели механики сплошных сред"института

гидродинамики им. М. А. Лавреньтьева СО РАН (руководители семинара: чл.-

корр. РАН, профессор П. И. Плотников и доктор физ.-мат. наук В. Н. Старовой-

тов);

– на семинаре "Теоретические и вычислительные проблемы задач математиче-

ской физики"института математики им. С. Л. Соболева СО РАН (руководитель

семинара: доктор физ.-мат. наук, профессор А. М. Блохин); а также на следующих

научных конференциях:

– международная научная студенческая конференция "Студент и научно-

технический прогресс"(Новосибирск, 2010,2011);

– международная школа-семинар "Ломоносовские чтения на Алтае"(Барнаул,

2010, 2011, 2012, 2014, 2015, 2016);

– всероссийская конференция c участием зарубежных ученых "Задачи со сво-

бодными границами: теория, эксперимент и приложения"(Бийск, 2011, 2014, Бар-

наул 2017);

– всероссийская конференция "Полярная механика-2012 (Новосибирск, 2012)
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– 4th Spring School "Analytical and Numerical Aspects of Evolution

Equations"(Bielefeld, 2012);

– VIII международная конференция, посвященная 115-летию со дня рождения

академика Михаила Алексеевича Лаврентьева "Лаврентьевские чтения по мате-

матике, механике и физике"(Новосибирск, 2015);

– всероссийская конференция "Нелинейные волны: теория и новые приложе-

ния посвященная 70-летию со дня рождения чл.-корр. РАН В.М. Тешукова, (Но-

восибирск, 2016);

– международная школа-конференция "Соболевские чтения"(Новосибирск,

2016).

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [29]–[34], [38]–[41],

[71]–[85].

Личный вклад

Автор диссертации принимал активное участие в получении результатов, от-

ражённых во всех совместных публикациях на равноправной основе: постанов-

ке задачи, доказательстве теорем, обсуждении полученных результатов, а также

оформлении результатов в виде публикаций и научных докладов.

Объем и структура работы

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения и списка литературы.

Полный объём диссертации составляет 104 страницы. Список литературы содер-

жит 88 наименований.

Краткое изложение содержания работы

Первая глава диссертации посвящена исследованию разрешимости начально-

краевых задач фильтрации жидкости в вязкой деформируемой пористой среде. В

параграфе 1.1 сформулирована постановка задачи и доказана локальная по време-

ни однозначная разрешимость в классе гладких функций задачи о нестационарном

изотермическом одномерном движении вязкой сжимаемой жидкости в вязкой по-

ристой среде в отсутствие плотности массовых сил. Для простоты и наглядности

изложения в параграфе 1.1 в уравнениях отсутствует сила тяжести и тензор ско-
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ростей деформации в уравнении баланса сил. В параграфе 1.2 доказана аналогич-

ная теорема в присутствии силы тяжести. В случае полного уравнения импульса

системы в целом доказана теорема существования и единственности задачи в гель-

деровских классах в параграфе 1.3. В параграфе 1.4 доказана глобальная теорема

существования и единственности решения в гладких классах задачи фильтрации

несжимаемой жидкости в деформируемой вязкой среде.

Во второй главе описана модель фильтрации вязкой жидкости в деформиру-

емой пористой среде, обладающей преимущественно упругими свойствами. Си-

стема уравнений после перехода к переменным Лагранжа сводится к вырожда-

ющемуся на решении параболическому уравнению для пористости. Методом ин-

тегральных энергетических оценок в параграфе 2.1 установлено свойство конеч-

ной скорости распространения возмущений. В параграфе 2.2 установлено свойство

метостабильной локализации. Конечное время стабилизации решения получено в

параграфе 2.3.

В главе 3 исследуется система уравнений фильтрации вязкой жидкости в вяз-

коупругой деформируемой пористой среде. В параграфе 3.1 доказана глобальная

по времени теорема существования и единственности автомодельного решения за-

дачи. В параграфе 3.2 рассмотрена задача фильтрации в тонком пороупругом

слое. В процессе обезразмеривания исходной системы уравнений вводится малый

параметр. После предельного перехода по параметру (рассмотрен случай медлен-

ных процессов) система уравнений характеризует твердый скелет как среду, об-

ладающую больше упругими свойствами, чем вязкими. Для полученной системы

уравнений построены решения в квадратурах.
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Глава 1

Классическая разрешимость одномерных

задач фильтрации жидкости в вязкой

деформируемой среде

1.1 Локальная разрешимость по времени

1.1.1 Постановка задачи и формулировка основного результата

Изучается следующая квазилинейная система уравнений составного типа:

∂(1− φ)ρs
∂t

+
∂

∂x
((1− φ)ρsvs) = 0,

∂(ρfφ)

∂t
+

∂

∂x
(ρfφvf) = 0, (1.1.1)

φ(vf − vs) = −k(φ)(
∂pf
∂x
− ρfg), (1.1.2)

∂vs
∂x

= − 1

ξ(φ)
pe, pe = ptot − pf , (1.1.3)

∂ptot
∂x

= −ρtotg, ptot = φpf + (1− φ)ps, ρtot = φρf + (1− φ)ρs, (1.1.4)

решаемая в области (x, t) ∈ QT = Ω× (0, T ), Ω = (0, 1), при краевых и начальных

условиях

vs |x=0,x=1= vf |x=0,x=1= 0, φ |t=0= φ0(x), ρf |t=0= ρ0(x). (1.1.5)

Данная начально-краевая задача описывает одномерное нестационарное дви-

жение сжимаемой жидкости в пороупругой среде. Для описания процесса исполь-

зуются законы сохранения масс для каждой из фаз, закон Дарси для жидкой

15
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фазы, учитывающий движение твердого скелета, реологическое соотношение ти-

па Максвелла, закон сохранения импульса системы в целом. Здесь ρf , ρs, vf , vs –

соответственно истинные плотности и скорости жидкой и твердой фаз, φ – пори-

стость, pf , ps – соответственно давления жидкой и твердой фаз, pe – эффективное

давление, ptot – общее давление, ρtot – плотность двухфазной среды, g – плотность

массовых сил; кроме того, k(φ) – коэффициент фильтрации, ξ(φ) – коэффициент

объемной вязкости (заданные функции). Задача записана в эйлеровых координа-

тах x, t. Истинная плотность твердых частиц ρs принимается постоянной. Иско-

мыми являются величины φ, ρf , vf , vs pf , ps. Система уравнений (1.1.1) – (1.1.4)

замыкается заданием уравнения состояния жидкой фазы pf = pf(ρf) (в частности,

допускается часто используемая в прикладных задачах зависимость dpf
dρf

= 1
βfρf

, где

βf – коэффициент сжимаемости жидкой фазы [69]).

В настоящем параграфе доказана однозначная локальная разрешимость задачи

(1.1.1)–(1.1.5) в случае, когда g = 0 и ρf – функция давления.

Здесь и далее будем придерживаться следующих обозначений. Рассмотрим на Ω

и QT ряд функциональных пространств, придерживаясь обозначений, принятых

в [21; Гл. 1]. Пусть || · ||q,Ω норма в пространстве Лебега Lq(Ω), q ∈ [1,∞]. Для

краткости положим ||·||q = ||·||q,Ω, ||·|| = ||·||2,Ω . Также используется пространство

Гельдера Cα(Ω), Ck+α(Ω), k – натуральное, α ∈ (0, 1] с нормами:

||f ||Cα(Ω) ≡ |f |α,Ω = |f |0,Ω +Hα
x (f), |f |0,Ω = max

x∈Ω
|f(x)|,

Hα
x (f) = sup

x1,x2∈Ω
|f(x1)− f(x2)||x1 − x2|−α,

||f ||Ck+α(Ω) ≡ |f |k+α,Ω =
k∑

m=0
||Dm

x f ||0,Ω +Hα(Dk
xf).

Для функций, определенных на QT , нам потребуется пространство

Ck+α,m+β(QT ), где k,m – натуральные, (α, β) ∈ (0, 1], с нормой

||f ||Ck+α,m+β(QT ) ≡ |f |k+α,m+β,QT =
k∑
l=0

||Dl
xf ||0,QT +

m∑
j=1

||Dj
tf ||0,QT +Hα

x (Dk
xf)+

+Hβ
t (Dk

xf) +Hα
x (Dm

t f) +Hβ
t (Dm

t f), где

Hα
x (f(x, t)) = sup

x1,x2∈Ω,t∈(0,T )

|f(x1, t)− f(x2, t)||x1 − x2|−α,
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Hβ
t (f(x, t)) = sup

t1,t2∈(0,T ),x∈Ω

|f(x, t1)− f(x, t2)||t1 − t2|−β.

В случае k = m и α = β используется обозначение Ck+α(QT ).

В данной работе под решением задачи (1.1.1)–(1.1.5) будем понимать сово-

купность функций vs ∈ C3+α,1+α/2(QT ) (φ, ρf , pf , ps) ∈ C2+α,1+α/2(QT ), vf ∈
C1+α,1+α/2(QT ) таких, что 0 < φ < 1, ρf > 0, pf > 0. Эти функции удовлетво-

ряют уравнениям (1.1.1)–(1.1.4) и начальным и граничным условиям (1.1.5) как

непрерывные в QT функции.

Сформулируем основной результат.

Теорема 1.1.1. Пусть g = 0 и данные задачи (1.1.1)–(1.1.5) подчиняются сле-

дующим условиям:

1) функции k(φ), ξ(φ), pf(ρf) и их производные до второго порядка непрерывны

для φ ∈ (0, 1), ρf > 0, и удовлетворяют условиям

k−1
0 φq1(1− φ)q2 ≤ k(φ) ≤ k0φ

q3(1− φ)q4, 1/ξ(φ) = a0(φ)φα1(1− φ)α2−1,

0 < R1 ≤ a0(φ) ≤ R2, k−1
0 ρq5f ≤ pf(ρf) ≤ k0ρ

q6
f , k−1

0 ρq7f ≤
∂pf(ρf)

∂ρf
≤ k0ρ

q8
f ,

где k0, αi, Ri, i = 1, 2 – положительные постоянные, q1, ..., q8 – фиксированные

вещественные числа,

2) начальные условия φ0, ρ0 удовлетворяют следующим условиям гладкости:

φ0 ∈ C2+α(Ω), ρ0 ∈ C2+α(Ω) и условиям согласования
dpf(ρ

0)

dx
|x=0,x=1= 0,

а также удовлетворяют неравенствам

0 < m0 ≤ φ0(x) ≤M0 < 1, 0 < m1 ≤ ρ0(x) ≤M1 <∞, x ∈ Ω,

где m0,M0,m1,M1 – известные положительные постоянные.

Тогда задача (1.1.1)–(1.1.5) имеет единственное локальное классическое решение,

т.е. существует значение t0 ∈ (0, T ) такое, что

vs(x, t) ∈ C3+α,1+α/2(Qt0), (φ(x, t), ps(x, t), pf(x, t), ρf(x, t)) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0),

vf(x, t) ∈ C1+α,1+α/2(Qt0).

Более того 0 < φ(x, t) < 1, ρf(x, t) > 0 в Qt0.
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1.1.2 Локальная разрешимость

В условиях теоремы в силу (1.1.4) имеем ptot = p0(t). Следуя [5], [70] преобразуем

систему (1.1.1)–(1.1.3). Пусть x̄ = x̄(τ, x, t) – решение задачи Коши

∂x̄

∂τ
= vs(x̄, τ), x̄ |τ=t= x.

Положим x̂ = x̄(0, x, t) и возьмем за новые переменные x̂ и t. Тогда 1 − φ(x̂, t) =

(1 − φ0(x̂))Ĵ(x̂, t), где Ĵ(x̂, t) = ∂x̂
∂x(x̂, t) – якобиан перехода. Вместо (1.1.1)–(1.1.3)

имеем

∂(1− φ̂)

∂t
+

(1− φ̂)2

1− φ0

∂v̂s
∂x̂

= 0,
∂

∂t
(ρ̂f φ̂) +

(1− φ̂)

1− φ0

∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂v̂f) = v̂s

(1− φ̂)

1− φ0

∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂),

φ̂(v̂s − v̂f) = k(φ̂)
(1− φ̂)

1− φ0

∂p̂f
∂x̂

,
(1− φ̂)

1− φ0

∂v̂s
∂x̂

= −a1(φ̂)p̂e,

где a1(φ̂) = 1/ξ(φ̂).

Поскольку

v̂s
∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂) =

∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂v̂s)− ρ̂f φ̂

∂v̂s
∂x̂

,

то уравнение неразрывности для жидкой фазы можно привести к виду

1

(1− φ̂)

∂

∂t
(ρ̂f φ̂) +

1

1− φ0

∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂(v̂f − v̂s)) +

1

1− φ0
ρ̂f φ̂

∂v̂s
∂x̂

= 0.

Используя уравнение неразрывности для твердой фазы, получим

∂

∂t
(ρ̂f

φ̂

1− φ̂
) +

1

(1− φ0)

∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂(v̂f − v̂s)) = 0.

Переходя от (x̂, t) к массовым переменным Лагранжа (y, t) по правилу

(1− φ0(x̂))dx̂ = dy, y(x̂) =

x̂∫
0

(1− φ0(η))dη ∈ [0, 1],

опуская крышки и формально заменяя y на x, приходим к следующей системе

∂(1− φ)

∂t
+ (1− φ)2∂vs

∂x
= 0,

∂

∂t

(
ρf

φ

1− φ

)
+

∂

∂x
(ρfφ(vf − vs)) = 0, (1.1.6)

φ(vs − vf) = k(φ)(1− φ)
∂pf
∂x

, (1.1.7)
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(1− φ)
∂vs
∂x

= −a1(φ)pe, pe = p0(t)− pf . (1.1.8)

Перейдем к безразмерным переменным

t′ =
t

t1
, x′ =

x

L
, v′s =

vs
v1
, v′f =

vf
v1
, ρ′f =

ρf
ρs
,

p′f =
pf
p1
, p′s =

ps
p1
, p′e =

pe
p1
, p′tot =

ptot
p1
, a′1(φ) =

a1(φ)

a0
, k′(φ) =

k(φ)

k1
,

где

L =

1∫
0

(1− φ0(η))dη, t1 =
L

v1
, a0 =

v1

Lp1
, k1 =

v1L

p1
,

v1, p1 – заданные положительные величины, имеющие размерность скорости и дав-

ления соответственно.

Тогда область изменения x′ есть единичный отрезок [0, 1], а система уравнений

сохранит свою форму (штрихи опускаются).

Используя последнее уравнение системы (1.1.6)–(1.1.8) и условия vs|x=0,1 = 0,

находим

p0(t) =

1∫
0

a1(φ)

1− φ
pfdx

 1∫
0

a1(φ)

1− φ
dx

−1

≡ P 0(φ, ρf).

Второе уравнение (1.1.6) с учетом закона Дарси (1.1.7) принимает вид

∂

∂t
(ρf

φ

1− φ
)− ∂

∂x
(ρfk(φ)(1− φ)

∂pf
∂x

) = 0.

Из первого уравнения (1.1.6) и уравнения (1.1.8) следует:

1

1− φ
∂φ

∂t
= a1(φ)(pf − p0).

Это уравнение можно представить в виде

∂G(φ)

∂t
= pf − p0,

где функция G(φ) определяется равенством

∂G(φ)

∂φ
=

1

(1− φ)a1(φ)
.
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Положим

a(φ) =
φ

1− φ
, K(φ) = k(φ)(1− φ), b(ρf) = ρf

∂pf(ρf)

∂ρf
.

Учитывая условия (1.1.5), приходим к следующей задаче для отыскания функций

ρf , φ:
∂

∂t
(a(φ)ρf)−

∂

∂x
(K(φ)b(ρf)

∂ρf
∂x

) = 0, (1.1.9)

∂G(φ)

∂t
= pf(ρf)− p0(t), (1.1.10)

∂ρf
∂x
|x=0,x=1= 0, ρf |t=0= ρ0(x), φ |t=0= φ0(x). (1.1.11)

Лемма 1.1.1. Пусть данные задачи (1.1.9)–(1.1.11) удовлетворяют условиям

теоремы 1.1.1. Тогда задача (1.1.9)–(1.1.11) имеет единственное локальное ре-

шение, т.е. существует значение t0 такое, что

(φ(x, t), ρf(x, t)) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0).

Более того, 0 < φ(x, t) < 1, ρf(x, t) > 0 в Qt0.

Разрешимость задачи (1.1.9)–(1.1.11) устанавливается с помощью теоремы

Тихонова–Шаудера о неподвижной точке: если V – компактное выпуклое замкну-

тое множество банахова пространства B и оператор Λ отображает V в себя непре-

рывно в норме B, то на V имеется неподвижная точка [44; с.227].

Поскольку функция ψ = G(φ) при φ ∈ (0, 1) строго монотонна, то существует

обратная функция φ = G−1(ψ). Положим ρ(x, t) = ρf(x, t) − ρ0(x), ω(x, t) =

G(φ)−G(φ0). Представим уравнения (1.1.9),(1.1.10) в виде

∂

∂t

(
a(ω)(ρ+ ρ0)

)
=

∂

∂x

(
K(ω)b(ρ+ ρ0)

∂(ρ+ ρ0)

∂x

)
, (1.1.12)

∂ω

∂t
= pf(ρ+ ρ0)− p0(t). (1.1.13)

Здесь a(ω) = φ(ω)
1−φ(ω) , K(ω) = k(φ(ω))(1− φ(ω)), φ(ω) = G−1(ω +G(φ0)). Причем

ρ |t=0= ω |t=0=
∂(ρ+ ρ0)

∂x
|x=0,x=1= 0. (1.1.14)



– 21 –

В качестве банахова пространства выберем пространство C2+β,1+β/2(Qt0), где β

– любое число из отрезка (0, α), α ∈ [0, 1). Положим

V = {ρ̄(x, t), ω̄(x, t) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0)| ρ̄ |t=0= ω̄ |t=0=
∂ρ̄

∂x
|x=0,x=1= 0,

m1

2
− ρ0(x) ≤ ρ̄(x, t) ≤ 2M1 − ρ0(x) <∞,

G
(m0

2

)
−G(φ0) ≤ ω̄(x, t) ≤ G

(
M0 + 1

2

)
−G(φ0) <∞, (x, t) ∈ Qt0,

(|ω̄|1+α,(1+α)/2,Qt0
, |ρ̄|1+α,(1+α)/2,Qt0

) ≤ K1,

(|ω̄|2+α,(2+α)/2,Qt0
, |ρ̄|2+α,(2+α)/2,Qt0

) ≤ K1 +K2},

где K1 - произвольная положительная постоянная, а положительная постоянная

K2 будет указана позже. Заметим, что на множестве V справедливы неравенства:

0 < m0

2 ≤ φ(ω̄) ≤ M0+1
2 < 1, a(ω̄) > 0, K(ω̄) > 0.

Построим оператор Λ, отображающий V в V . Пусть ω̄, ρ̄ ∈ V . Используя (1.1.13)

определим функцию ω равенством

ω(x, t) =

t∫
0

pf(ρ̄(x, τ) + ρ0(x))−
1∫

0

(
a1(φ(ω̄))

1− φ(ω̄)
pf(ρ̄(x, τ)+

+ρ0(x))dx
) 1∫

0

a1(φ(ω̄))

1− φ(ω̄)
dx

−1
 dτ.

(1.1.15)

Из представления (1.1.15) следует, что гладкость ω определяется гладкостью

функций ρ̄, ρ0 и p0. В частности, имеем оценку

|ω|2+α,1+α/2,Qt0
= C1(m0,M0,m1,M1, K1, T, |ρ0|2+α,Ω)(1 + t0|ρ̄xx|α,α/2,Ω).

Лемма 1.1.2. Пусть функция a1(φ), φ ∈ (0, 1) удовлетворяет условиям

(1− φ)a1(φ) = a0(φ)φα1(1− φ)α2, 0 < R1 ≤ a0(φ) ≤ R2,

где постоянные Ri > 0, αi > 0, i = 1, 2. Тогда имеет место оценка вида

R2|G(φ1)−G(φ2)| ≥ |φ1 − φ2|.
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Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что 0 < φ1 ≤ φ2 < 1.

Тогда из определения функций G(φ) и a1(φ) имеем

0 < ∆G ≡ G(φ2)−G(φ1) =

φ2∫
φ1

ds

(1− s)a1(s)
≥ 1

R2
(φ2 − φ1).

Лемма 1.1.2 доказана.

Следствием этой леммы является оценка

|φ(x, t)− φ0(x)| ≤ δ(t), δ(t) −→ 0 при t −→ 0,

из которой следует, что существует такое значение t1 = t1(m0,M0,m1,M1), что

для всех t0 ≤ t1 справедливо неравенство

0 <
m0

2
≤ φ(x, t) ≤ M0 + 1

2
, (x, t) ∈ Qt0. (1.1.16)

С учетом (1.3.12) для функции ω(x, t) имеем оценку G(m0

2 ) ≤ ω(x, t) +G(φ0) ≤
G(M0+1

2 ).

Используя (1.1.12), (1.1.14) и ω̄(x, t), найдем ρ(x, t) как решение задачи (здесь

и далее предполагается, что начальные и граничные условия согласованы):

∂

∂t
(a(ω̄)(ρ+ ρ0)) =

∂

∂x
(K(ω̄)b(ρ̄)

∂(ρ+ ρ0)

∂x
), (1.1.17)

ρ |t=0=
∂ρf
∂x
|x=0,x=1= 0,

∂ρ0

∂x
|x=0,x=1= 0.

Уравнение для ρ(x, t) является равномерно параболическим. С учетом свойств

ω̄(x, t) и ρ0(x) задача (1.1.17) имеет классическое решение [21]. Кроме того, имеем

следующую оценку:

| 1

a(ω̄)

∂a(ω̄)

∂t
| ≤ C0(m0,M0,m1,M1, max

0≤t≤T
|p0(t)|).

При дополнительном условии малости на величину интервала времени справед-

ливо следующее утверждение [70], [71].

Лемма 1.1.3. При t0 ≤ min(t1, t2), t2 = ln2/C0(m0,M0,m1,M1) классическое

решение задачи (1.1.17) удовлетворяет в Qt0 неравенству

0 <
m1

2
≤ ρ(x, t) + ρ0(x) ≤ 2M1 <∞.
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Доказательство. Полагая U(x, t) = ρ(x, t) + ρ0(x), задачу (1.1.17) представим

в виде

∂

∂t
(a(ω̄)U) =

∂

∂x
(K(ω̄)b(ρ̄)

∂U

∂x
),

∂U

∂x
|x=0,x=1= 0, U |t=0= ρ0. (1.1.18)

Сначала покажем, что U(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ Qt0. В уравнении (1.1.18) сделаем

замену U(x, t) = −z(x, t). Тогда

z
∂a

∂t
+ a

∂z

∂t
=

∂

∂x
(Kb

∂z

∂x
).

Положим

z(0)(x, t) = max{z, 0}, z(0)(x, t) |t=0= max{−ρ0, 0} = 0,

σε(x, t) = z(0)(x, t)(|z(0)(x, t)|2 + ε)−1/2, ε > 0.

Уравнение для функции z умножим на σε и результат проинтегрируем по Ω. По-

лучим равенство

d
dt

1∫
0

a(|z(0)|2 + ε)1/2dx+

1∫
0

∂a

∂t
(zσε − (|z(0)|2 + ε)1/2)dx+

+ε

1∫
0

Kb
∂z

∂x

∂z(0)

∂x
(|z(0)|2 + ε)−3/2dx = 0.

(1.1.19)

Положим

A+(t) = {x ∈ Ω| z(x, t) > 0}, A−(t) = {x ∈ Ω| z(x, t) ≤ 0}.

Тогда
1∫

0

∂a

∂t
(zσε − (|z(0)|2 + ε)1/2)dx = −ε

∫
A+(t)

∂a

∂t
(|z|2 + ε)−1/2dx− ε1/2

∫
A−(t)

∂a

∂t
dx,

1∫
0

a(|z(0)|2 + ε)1/2dx =

∫
A+(t)

a(|z|2 + ε)1/2dx+ ε1/2

∫
A−(t)

adx,
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1∫
0

a(|z(0)|2 + ε)1/2 |t=0 dx = ε1/2

1∫
0

a |t=0 dx,

∫
A+(t)

a(|z|2 + ε)1/2dx ≥
∫

A+(t)

a|z|dx =

1∫
0

az(0)dx.

Проинтегрировав равенство (1.1.19) по времени, получим∫
A+(t)

a(|z|2 + ε)1/2dx+ ε1/2

∫
A−(t)

adx+ ε

t∫
0

∫
A+(τ)

Kb|∂z
∂x
|2(z2 + ε)−3/2dxdτ =

= ε

t∫
0

∫
A+(τ)

∂a

∂τ
(|z|2 + ε)−1/2dxdτ + ε1/2

t∫
0

∫
A−(τ)

∂a

∂τ
dxdτ + ε1/2

1∫
0

a |t=0 dx.

Следовательно
1∫

0

az(0)dx ≤ ε1/2

t∫
0

1∫
0

|∂a
∂τ
|dxdτ + ε1/2

1∫
0

a |t=0 dx.

Переходя к пределу при ε→ 0 получим, что z(0) = 0, т.е. U ≥ 0.

Уравнение (1.1.18), после умножения на U l−1(x, t), l > 2, можно представить в

виде:

1

l

∂(aU l)

∂t
+ (l − 1)KbU l−2

(
∂U

∂x

)2

+
l − 1

l
U l∂a

∂t
=

∂

∂x

(
KbU l−1∂U

∂x

)
.

Тогда

1

l

d

dt

1∫
0

aU ldx ≤ l − 1

l
max
0≤x≤1

|1
a

∂a

∂t
|

1∫
0

aU ldx.

Следовательно,

y′(t) ≤ l − 1

l
max
0≤x≤1

|1
a

∂a

∂t
|y(t), yl(t) =

1∫
0

(a1/lU)ldx,

y(t) ≤ y(0) exp{l − 1

l

t∫
0

max
0≤x≤1

|1
a

∂a

∂t
|dτ}.



– 25 –

После предельного перехода при l→∞, получим

max
0≤x≤1

U(x, t) ≤ max
0≤x≤1

ρ0(x) exp{
t∫

0

max
0≤x≤1

|1
a

∂a

∂t
|dτ}.

Учитывая, что max
0≤x≤1

ρ0(x) ≤M1 и выбирая t из условия

t ≤ t2, exp{
t2∫

0

max
0≤x≤1

|1
a

∂a

∂t
|dτ} ≤ 2,

приходим к утверждению леммы об оценке сверху. Для получения оценки снизу

уравнение (1.1.18) представим в виде (z(x, t) = 1/U(x, t))

1

l

∂(azl)

∂t
+ (l + 1)Kbzl−2(

∂z

∂x
)2 − l + 1

l
zl
∂a

∂t
=

∂

∂x
(Kbzl−1∂z

∂x
).

Откуда сначала получим неравенство

1

l

d

dt

1∫
0

azldx ≤ l + 1

l
max
0≤x≤1

|1
a

∂a

∂t
|

1∫
0

azldx,

а затем и оценку

max
0≤x≤1

1

U(x, t)
≤ max

0≤x≤1

1

ρ0(x)
exp{

t∫
0

max
0≤x≤1

|1
a

∂a

∂t
|dτ} ≤ 2

m1
.

Лемма 1.1.3 доказана.

С учетом леммы 1.1.3 и свойств ω̄ имеем следующие оценки [21, гл.3]:

|ρ|α,α/2,Qt0 ≤ C2,

|ρ|2+α,1+α/2,Qt0
≤ C3

(
1 + |ρ0|2+α,Ω + |ρ̄x|α,α/2,Qt0 + |ω̄t|α,α/2,Qt0 + |ω̄x|α,α/2,Qt0

)
,

в которых постоянные C2, C3 зависят от K1, m0, m1, M0, M1. Следовательно

|ρ|2+α,1+α/2,Qt0
≤ C4(K1,m0,m1,M0,M1).

Положим C5 = max{C1, C4}. Выберем K2 таким образом, чтобы C5 ≤ K1+K2

2 .

Тогда при t0 < min(t1, t2, (K1 +K2)
−1) получим

|ρ|2+α,1+α/2,Qt0
≤ K1 +K2, |ω|2+α,1+α/2,Qt0

≤ K1 +K2.
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Остается проверить условия

|ρ|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ K1, |ω|1+α,(1+α)/2,Qt0

≤ K1.

Интегрируя уравнение (1.1.17) по времени, получим |ρ|0,Qt0 ≤ C6t0. Из уравнения

(1.1.15) аналогично имеем |ω|0,Qt0 ≤ C7t0. Используя для ρ, ω неравенство вида [5,

с.35]

|u|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ C|u|c2+α,1+α/2,Qt0

|u|1−c0,Qt0
, c = (1 + α)(2 + α)−1,

выводим, что существует достаточно малое значение t0, зависящее от K1 и K2,

такое, что справедливы оценки |ρ|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ K1, |ω|1+α,(1+α)/2,Qt0

≤ K1.

Таким образом, оператор Λ отображает множество V в себя при достаточно

малых t0. Используя полученные выше оценки, легко доказать непрерывность

оператора Λ в норме пространства C2+β,1+β/2(Qt0). Согласно теореме Тихонова-

Шаудера существует неподвижная точка (ρ, ω) ∈ V оператора Λ.

Установим единственность решения задачи (1.1.9)–(1.1.11).

Пусть (ρ
(1)
f , φ(1)) и (ρ

(2)
f , φ(2)) – суть два различных решения задачи. Их разность

ρ = ρ
(1)
f − ρ

(2)
f , φ = φ(1) − φ(2) есть решение линейной однородной системы

∂

∂t
(d0ρ+ d1φ)− ∂

∂x
(d2

∂ρ

∂x
+ d3ρ+ d4φ) = 0, (1.1.20)

∂

∂t
(h0φ)− h1ρ+ V (t) = 0, (1.1.21)

V (t) = P 0(φ(1), ρ
(1)
f )− P 0(φ(2), ρ

(2)
f ) =

1∫
0

(h2(x, t)ρ(x, t) + h3(x, t)φ(x, t))dx,

с нулевыми начальными и граничными условиями φ |t=0= ρ |t=0=
∂ρ
∂x |x=0,x=1= 0.

Коэффициенты di(x, t), hj(x, t), i = 0, ..., 4, j = 0, ..., 3, имеют вид

d0 = a(φ(1)) > 0, d1 =
(a(φ(1))− a(φ(2)))ρ

(2)
f

φ(1) − φ(2)
> 0, d2 = K(φ(2))b(ρ

(2)
f ) > 0,

d3 = K(φ(1))
b(ρ

(1)
f )− b(ρ(2)

f )

ρ
(1)
f − ρ

(2)
f

∂ρ
(1)
f

∂x
, d4 = b(ρ

(2)
f )

K(φ(1))−K(φ(2))

φ(1) − φ(2)

∂ρ
(1)
f

∂x
,
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h0 =
G(φ(1))−G(φ(2))

φ(1) − φ(2)
> 0, h1 =

p(ρ
(1)
f )− p(ρ(2)

f )

ρ
(1)
f − ρ

(2)
f

,

h2 =
a1(φ

(1))

1− φ(1)

pf(ρ
(1)
f )− pf(ρ(2)

f )

ρ
(1)
f − ρ

(2)
f

 1∫
0

a1(φ
(1))

1− φ(1)
dx

−1

,

h3 =

(
a1(φ

(1))

1− φ(1)
− a1(φ

(2))

1− φ(2)

)
(φ(1) − φ(2))−1

pf(ρ(2)
f )

 1∫
0

a1(φ
(1))

1− φ(1)
dx

−1

−

−
1∫

0

a1

(
φ(2)
)

1− φ(2)
pf(ρ

(2)
f )dx

 1∫
0

a1(φ
(1))

1− φ(1)
dx

1∫
0

a1(φ
(2))

1− φ(2)
dx

−1


и являются ограниченными для всех x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ].

С учетом (1.1.21) уравнение (1.1.20) можно представить в виде

∂

∂t
(d0ρ) +

d1

h0
(h1ρ− V (t)) + h0φ

∂

∂t
(
d1

h0
)− ∂

∂x
(d2

∂ρ

∂x
+ d3ρ+ d4φ) = 0. (1.1.22)

Уравнение (1.1.22) умножим на ρ(x, t) и результат проинтегрируем по x от 0 до 1.

После стандартных преобразований получим неравенство

d

dt

1∫
0

ρ2
1(x, t)dx ≤ C(

1∫
0

ρ2
1(x, t)dx+

1∫
0

u2(x, t)dx+ V 2(t)), (1.1.23)

в котором ρ1(x, t) = d
1/2
0 |ρ(x, t)|, u(x, t) = h0φ(x, t). Здесь и далее через C будем

обозначать постоянную, зависящую от T и величин

max
(x,t)∈QT

1

φ(i)(x, t)
, max

(x,t)∈QT

1

1− φ(i)(x, t)
, max

(x,t)∈QT
ρ

(i)
f (x, t), max

(x,t)∈QT

1

ρ
(i)
f (x, t)

,

max
(x,t)∈QT

‖∂φ
(i)(x, t)

∂t
‖, max

(x,t)∈QT
‖
∂ρ

(i)
f (x, t)

∂t
‖, max

(x,t)∈QT
‖
∂ρ

(i)
f (x, t)

∂x
‖, i = 1, 2.

Для V (t) имеем следующую оценку

|V (t)| ≤ C

1∫
0

(ρ1(x, t) + |u(x, t)|)dx.
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Проинтегрировав уравнение (1.1.21) по времени и учитывая оценку для V (t), вы-

водим

|u(x, t)| ≤ C

t∫
0

(ρ1(x, τ) + |V (τ)|)dτ ≤

≤ C(

t∫
0

ρ1(x, τ)dτ +

t∫
0

1∫
0

ρ1(x, τ)dxdτ +

t∫
0

1∫
0

|u(x, τ)|dxdτ).

Интегрируя последнее неравенство по x от 0 до 1, приходим к неравенству Гро-

нуолла для функции
1∫

0

|u(x, t)|dx:

1∫
0

|u(x, t)|dx ≤ C(

t∫
0

1∫
0

ρ1(x, τ)dxdτ +

t∫
0

1∫
0

|u(x, τ)|dxdτ).

Поэтому
1∫

0

|u(x, t)|dx ≤ C

t∫
0

1∫
0

ρ1(x, τ)dxdτ, |V (t)| ≤ C(

1∫
0

ρ1(x, t)dx+

t∫
0

1∫
0

ρ1(x, τ)dxdτ),

и, следовательно,

|u(x, t)| ≤ C(

t∫
0

ρ1(x, τ)dτ +

t∫
0

1∫
0

ρ1(x, τ)dxdτ).

Тогда из (1.1.23) получим

d

dt
‖ρ1(t)‖2 ≤ C(‖ρ1(t)‖2 +

t∫
0

‖ρ1(τ)‖2dτ). (1.1.24)

Полагая w(t) =

t∫
0

‖ρ1(τ)‖dτ, из (1.1.24) выводим

d2w

dt2
≤ C(

dw

dt
+ w(t)).

Откуда, сначала выводим неравенство
d

dt
(et(

dw

dt
− (C + 1)w)) + wet ≤ 0,
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из которого следует
dw

dt
≤ (C + 1)w.

Поэтому w(t) = 0 и ρ = 0, φ = 0. Лемма 1.1.1 доказана.

После нахождения φ и ρf находим ptot = P 0(ρf , φ). Откуда ps = (p0 − φpf)(1−
φ)−1. Из уравнения ∂vs

∂x = −a1(φ)(1−φ)−1(ptot− pf) находим vs, а из закона Дарси

получим vf = vs − k(φ)(1− φ)φ−1 ∂pf
∂x .

Поскольку (φ, ρf) ∈ C2+α,1+α
2 (Qt0), то имеем:

vs ∈ C3+α,1+α
2 (Qt0), (pf , ps) ∈ C2+α,1+α

2 (Qt0), vf ∈ C1+α,1+α
2 (Qt0).

Теорема 1.1.1 доказана.

1.2 Локальная разрешимость по времени в поле силы тяжести

Сформулируем основной результат.

Теорема 1.2.1. Пусть данные задачи (1.1.1)–(1.1.5) подчиняются следующим

условиям:

1. функции k(φ), ξ(φ) и их производные до второго порядка непрерывны для φ ∈
(0, 1), ρf > 0, и удовлетворяют условиям

k−1
0 φq1(1− φ)q2 ≤ k(φ) ≤ k0φ

q3(1− φ)q4, 1/ξ(φ) = a0(φ)φα1(1− φ)α2−1,

0 < R1 ≤ a0(φ) ≤ R2, pf = Rρf ,

где R - известная положительная постоянная, k0, αi, Ri, i = 1, 2 – положитель-

ные постоянные, q1, ..., q4 – фиксированные вещественные числа,

2. начальные условия φ0, ρ0 и функция g удовлетворяют следующим условиям

гладкости: φ0 ∈ C2+α(Ω), ρ0 ∈ C2+α(Ω), g ∈ C1+α,1+α/2(Q̄T ), и условиям согласо-

вания

((1− φ0)
dpf(ρ

0)

dx
− ρ0g(x, 0)) |x=0,x=1= 0,

а также удовлетворяют неравенствам

0 < m0 ≤ φ0(x) ≤M0 < 1, 0 < m1 ≤ ρ0(x) ≤M1 <∞, 0 < g(x, t) ≤ g0 <∞, x ∈ Ω,
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где m0,M0,m1,M1, g0 – известные положительные постоянные.

Тогда задача (1.1.1)–(1.1.5) имеет единственное локальное классическое решение,

т.е. существует значение t0 ∈ (0, T ) такое, что

vs(x, t) ∈ C3+α,1+α/2(Qt0), (φ(x, t), ps(x, t), pf(x, t), ρf(x, t)) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0),

vf(x, t) ∈ C1+α,1+α/2(Qt0).

Более того 0 < φ(x, t) < 1, ρf(x, t) > 0 в Qt0.

Преобразуем систему (1.1.1)–(1.1.5). Следуя [84], приходим к следующей задаче

в переменных Лагранжа для отыскания функций ρf , φ:

∂

∂t
(a(φ)ρf)−

∂

∂x
(K(φ)b(ρf)

∂ρf
∂x
− K(φ)

1− φ
ρ2
fg) = 0, (1.2.1)

∂G

∂t
= pf − ptot, (1.2.2)

((1− φ)
∂pf(ρf)

∂x
− ρfg) |x=0,x=1= 0, ρf |t=0= ρ0(x), φ |t=0= φ0(x), (1.2.3)

где функции G(φ) и ptot определяются равенствами

dG

dφ
=

1

a1(φ)(1− φ)
, ptot = p0(t)−

∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ.

Функция p0(t) определяется из представления для ptot, реологического уравнения,

связывающего эффективное давление и пористость, и условия vs|x=0,1 = 0:

p0(t) =

1∫
0

a1(φ)

1− φ
(pf +

x∫
0

ρtotg

1− φ
dξ)

 dx·

·

 1∫
0

a1(φ)

1− φ
dx

−1

≡ P 0(φ, ρf).

Лемма 1.2.1. Пусть данные задачи (1.2.1)–(1.2.3) удовлетворяют условиям

теоремы 1.2.1. Тогда задача (1.2.1)–(1.2.3) имеет единственное локальное реше-

ние, т.е. существует значение t0 такое, что

(φ(x, t), ρf(x, t)) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0).
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Более того, 0 < φ(x, t) < 1, ρf(x, t) > 0 в Qt0.

Разрешимость задачи (1.2.1)–(1.2.3) устанавливается с помощью теоремы

Тихонова-Шаудера о неподвижной точке [44; с.227].

Поскольку функция ψ = G(φ) при φ ∈ (0, 1) строго монотонна, то существует

обратная функция φ = G−1(ψ). Положим ρ(x, t) = ρf(x, t) − ρ0(x), ω(x, t) =

G(φ)−G(φ0). Представим уравнения (1.2.1),(1.2.2) в виде

∂

∂t

(
a(ω)(ρ+ ρ0)

)
=

∂

∂x

(
K(ω)b(ρ+ ρ0)

∂(ρ+ ρ0)

∂x
− K(ω)

1− φ(ω)
(ρ+ ρ0)2g

)
, (1.2.4)

∂ω

∂t
= pf(ρ+ ρ0)− ptot, (1− φ(ω))

∂ptot
∂x

= −ρtotg. (1.2.5)

Здесь a(ω) = φ(ω)
1−φ(ω) , K(ω) = k(φ(ω))(1− φ(ω)), φ(ω) = G−1(ω+G(φ0)). Причем

ρ |t=0= ω |t=0= ((1− φ(ω))
∂(ρ+ ρ0)

∂x
− (ρ+ ρ0)g) |x=0,x=1= 0, ptot|x=0 = p0(t).

В качестве банахова пространства выберем пространство C2+β,1+β/2(Qt0), где β

– любое число из отрезка (0, α), α ∈ [0, 1). Положим

V = {ρ̄(x, t), ω̄(x, t) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0)|

ρ̄ |t=0= ω̄ |t=0= ((1− φ(ω̄))
∂(ρ̄+ ρ0)

∂x
− (ρ̄+ ρ0)g) |x=0,x=1= 0,

m̂1 − ρ0(x) ≤ ρ̄(x, t) ≤ M̂1 − ρ0(x) <∞, m̂1 =
m1

2
(1 +

g0

R(1−M0)
)−1,

M̂1 = 2M1(1 +
g0

R(1−M0)
),

G(
m0

2
)−G(φ0) ≤ ω̄(x, t) ≤ G(

M0 + 1

2
)−G(φ0) <∞, (x, t) ∈ Qt0,

(|ω̄|1+α,(1+α)/2,Qt0
, |ρ̄|1+α,(1+α)/2,Qt0

) ≤ K1,

(|ω̄|2+α,(2+α)/2,Qt0
, |ρ̄|2+α,(2+α)/2,Qt0

) ≤ K1 +K2},

где K1 - произвольная положительная постоянная, а положительная постоянная

K2 будет указана позже. Заметим, что на множестве V справедливы неравенства:

0 < m0

2 ≤ φ(ω̄) ≤ M0+1
2 < 1, a(ω̄) > 0, K(ω̄) > 0.

Построим оператор Λ, отображающий V в V . Пусть ω̄, ρ̄ ∈ V . Из уравнений

(1.2.5) определим функцию ω равенством
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ω =

t∫
0

R(ρ̄(x, τ) + ρ0(x))− P 0(φ̄, ρ̄) +

x∫
0

g(ρs + (ρ̄+ ρ0(ξ))
φ(ω̄)

1− φ(ω̄)
)dξ

 dτ.

(1.2.6)

Из представления (1.2.6) следует, что гладкость ω определяется гладкостью

функций ρ̄, ω̄, ρ0, p0 и g, а также существует такое значение t1 = t1(m0,M0,m1,M1),

что для всех t0 ≤ t1 справедливо неравенство

0 <
m0

2
≤ φ(x, t) ≤ M0 + 1

2
, (x, t) ∈ Qt0. (1.2.7)

В частности, имеем оценку

|ω|2+α,1+α/2,Qt0
= C1(m0,M0,m1,M1, K1, T, |g|1+α,Ω, |ρ0|2+α,Ω, |p0|α/2,[0,T ])·

·(1 + t0|ρ̄xx|α,α/2,Ω).

С учетом (1.2.7) для функции ω(x, t) имеем оценку

G(
m0

2
) ≤ ω(x, t) +G(φ0) ≤ G(

M0 + 1

2
).

Используя (1.2.4), ρ̄ и ω̄(x, t), найдем ρ(x, t) как решение задачи (здесь и далее

предполагается, что начальные и граничные условия согласованы):

∂

∂t
(a(ω̄)(ρ+ρ0)) =

∂

∂x

(
K(ω̄)b(ρ̄)

∂(ρ+ ρ0)

∂x
− K(ω̄)

1− φ(ω̄)
(ρ̄+ ρ0)(ρ+ ρ0)g

)
, (1.2.8)

ρ |t=0= 0, ((1− φ(ω̄))R
∂(ρ+ ρ0)

∂x
− (ρ+ ρ0)g) |x=0,x=1= 0.

Уравнение для ρ(x, t) является равномерно параболическим. С учетом свойств

ω̄(x, t) и ρ0(x) задача (1.2.8) имеет классическое решение [21]. Кроме того, имеем

следующую оценку:

| 1

a(ω̄)

∂a(ω̄)

∂t
| ≤ C0(m0,M0,m1,M1, max

0≤t≤T
|p0(t)|).

При дополнительном условии малости на величину интервала времени справед-

ливо следующее утверждение.
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Лемма 1.2.2. Существуют такие t2, t3, что при t0 ≤ min(t1, t2, t3), классиче-

ское решение задачи (1.2.8) удовлетворяет в Qt0 неравенству

0 < m̂1 ≤ ρ(x, t) + ρ0(x) ≤ M̂1 <∞.

Доказательство. Полагая U(x, t) = ρ(x, t) + ρ0(x), задачу (1.2.8) представим в

виде
∂
∂t(a(ω̄)U) = ∂

∂x

(
K(ω̄)b(ρ̄)∂U∂x −

K(ω̄)
1−φ(ω̄)(ρ̄+ ρ0)Ug

)
,

(∂U∂x − d̃U) |x=0,x=1= 0, U |t=0= ρ0,

(1.2.9)

где d̃ = g
(1−φ(ω̄))R . Сначала покажем, что U(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ Qt0. В уравнении

(1.2.9) сделаем замену U(x, t) = −z(x, t). Тогда

z
∂a

∂t
+ a

∂z

∂t
=

∂

∂x
(Kb

∂z

∂x
− K

1− φ(ω̄)
(ρ̄+ ρ0)gz).

Положим

z(0)(x, t) = max{z, 0}, z(0)(x, t) |t=0= max{−ρ0, 0} = 0,

σε(x, t) = z(0)(x, t)(|z(0)(x, t)|2 + ε)−1/2, ε > 0.

Уравнение для функции z умножим на σε и результат проинтегрируем по Ω. Сле-

дуя [85], получим оценку
1∫

0

az(0)dx ≤ ε1/2

t∫
0

1∫
0

|∂a
∂τ
|dxdτ + ε1/2

1∫
0

a |t=0 dx.

Переходя к пределу при ε→ 0 получим, что z(0) = 0, т.е. U ≥ 0.

Задачу (1.2.9) представим в виде:

Ut − ã11Uxx + ã1Ux + ãU = 0, (Ux − d̃U)|x=0,1 = 0, (1.2.10)

где

ã11 =
Kb

a
, ã1 =

d− (Kb)x
a

, ã =
at + dx
a

, d̃ =
g

(1− φ̄)R
.
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Следуя [21], перейдем от функции U(x, t) к новой функции w(x, t), связанной с

ней равенством w(x, t) = e−λtϕ(x)U(x, t), где

ϕ = −mx2 +mx+ 1 > 0,m ≡ 2 max
Qt
|d̃| = 4g0

(1−M0)R
,

а число λ будет указано позже.

Функция ω вследствие (1.2.10) является решением задачи

ωt − ã11ωxx + (ã1 +
2ã11ϕx
ϕ

)ωx + (−2ã11
ϕ2
x

ϕ2
+ ã11

ϕxx
ϕ
− ã1

ϕx
ϕ

+ ã+ λ)ω = 0,

ωx|x=0,1 = ((
ϕx
ϕ

+ d̃)ω)|x=0,1,

где ωx|x=0 ≥ 0, ωx|x=1 ≤ 0, т.к. ϕ|x=0,1 = 1, ϕx|x=0 = m > 0, ϕx|x=1 = −m ≡
−2 max d̃ < 0. Выберем

λ > max
Qt

[2ã11
ϕ2
x

ϕ2
− ã11

ϕxx
ϕ

+ ã1
ϕx
ϕ
− ã].

Тогда функция ω достигает положительного максимума при t = 0, т.е.

U(x, t)e−λtϕ(x) ≤ max
Qt

(U(x, t)e−λtϕ(x)) = max
Qt

ω(x, t) ≤

≤ max
x

ω|t=0 = max
x

(U(x, t)e−λtϕ(x))|t=0.

Поэтому имеем оценку сверху для U :

U ≤ eλtM1(1 +
g0

(1−M0)R
).

Тогда существует значение t2 = ln 21/λ, что для всех t ≤ t2 имеем оценку для ρ

сверху из леммы 1.2.2.

Для получения оценки снизу уравнение (1.2.9) представим в виде (z(x, t) =

1/U(x, t))

zt − ã11zxx +
2ã11

z
(z2
x) + ã1zx − ãz = 0.

Перейдем от функции z(x, t) к новой функции w1(x, t), связанной с ней равен-

ством w1(x, t) = e−λ1tϕ(x)z(x, t), где функция ϕ определяется как и раньше для

оценки сверху, а число λ1 будет указано позже.
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Функция ω1 является решением задачи

ω1t−ã11ω1xx+(ã1+
2ã11ϕx
ϕ
−4ã11

ϕx
ϕ2

)ω1x+(−2ã11
ϕ2
x

ϕ2
+ã11

ϕxx
ϕ
−ã1

ϕx
ϕ

+2ã11
ϕ2
x

ϕ3
−ã+λ1)ω1+

+2ã11
ω2

1x

ϕ2ω
= 0,

ω1x|x=0,1 = ((
ϕx
ϕ
− d̃)ω1)|x=0,1,

где ω1x|x=0 ≥ 0, ω1x|x=1 ≤ 0, т.к. ϕ|x=0,1 = 1, ϕx|x=0 = m > 0, ϕx|x=1 = −m ≡
−2 max d̃ < 0. Выберем

λ1 > max
Qt

[2ã11
ϕ2
x

ϕ2
− ã11

ϕxx
ϕ

+ ã1
ϕx
ϕ
− 2ã11

ϕ2
x

ϕ3
+ ã],

тогда функция ω1 достигает положительного максимума при t = 0. Т.е.

max
Qt

(
1

U(x, t)
e−λ1tϕ(x)) = max

Qt
ω1(x, t) ≤ max

x
ω1|t=0 = max

x
(

1

U(x, t)
e−λ1tϕ(x))|t=0.

Откуда имеем, что
1

U(x, t)
≤ 1

m1
eλ1t(1 +

g0

R(1−M0)
).

Поэтому

U(x, t) ≥ m1e
−λ1t(1 +

g0

R(1−M0)
)−1.

Тогда существует значение t3 = ln 21/λ1, что для всех t ≤ t3 имеем оценку для ρ

снизу из леммы 1.2.2. Лемма 1.2.2 доказана.

С учетом леммы 1.2.2 и свойств ω̄ имеем следующие оценки [21, гл.3]:

|ρ|α,α/2,Qt0 ≤ C2,

|ρ|2+α,1+α/2,Qt0
≤ C3

(
1 + |ρ0|2+α,Ω + |ρ̄x|α,α/2,Qt0 + |ω̄t|α,α/2,Qt0 + |ω̄x|α,α/2,Qt0

)
,

в которых постоянные C2, C3 зависят от K1, m0, m1, M0, M1. Следовательно

|ρ|2+α,1+α/2,Qt0
≤ C4(K1,m0,m1,M0,M1).

Положим C5 = max{C1, C4}. Выберем K2 таким образом, чтобы C5 ≤ K1+K2

2 .

Тогда при t0 < min(t1, t2, (K1 +K2)
−1) получим

|ρ|2+α,1+α/2,Qt0
≤ K1 +K2, |ω|2+α,1+α/2,Qt0

≤ K1 +K2.
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Остается проверить условия

|ρ|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ K1, |ω|1+α,(1+α)/2,Qt0

≤ K1.

Интегрируя уравнение (1.2.8) по времени, получим |ρ|0,Qt0 ≤ C6t0. Из уравнения

(1.2.6) аналогично имеем |ω|0,Qt0 ≤ C7t0. Используя для ρ, ω неравенство вида [5,

с.35]

|u|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ C|u|c2+α,1+α/2,Qt0

|u|1−c0,Qt0
, c = (1 + α)(2 + α)−1,

выводим, что существует достаточно малое значение t0, зависящее от K1 и K2,

такое, что справедливы оценки |ρ|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ K1, |ω|1+α,(1+α)/2,Qt0

≤ K1.

Таким образом, оператор Λ отображает множество V в себя при достаточно

малых t0. Используя полученные выше оценки, легко доказать непрерывность

оператора Λ в норме пространства C2+β,1+β/2(Qt0). Согласно теореме Тихонова-

Шаудера существует неподвижная точка (ρ, ω) ∈ V оператора Λ. Единственность

устанавливается стандартным образом [5].

Лемма 1.2.1 доказана.

Поскольку (φ, ρf) ∈ C2+α,1+α
2 (Qt0), то имеем:

vs ∈ C3+α,1+α
2 (Qt0), (pf , ps) ∈ C2+α,1+α

2 (Qt0), vf ∈ C1+α,1+α
2 (Qt0).

Теорема доказана.

1.3 Локальная разрешимость по времени в случае полного уравнения

баланса сил

Рассматривается следующая квазилинейная система уравнений составного типа,

описывающая одномерное нестационарное движение вязкой сжимаемой жидкости

в деформируемой пористой среде:

∂(1− φ)ρs
∂t

+
∂

∂x
((1− φ)ρsvs) = 0,

∂(ρfφ)

∂t
+

∂

∂x
(ρfφvf) = 0, (1.3.1)

φ(vf − vs) = −k(φ)(
∂pf
∂x
− ρfg), (1.3.2)
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∂vs
∂x

= − 1

ξ(φ)
pe, pe = ptot − pf , (1.3.3)

∂

∂x

(
2η(1− φ)

∂vs
∂x

)
= ρtotg +

∂ptot
∂x

, (1.3.4)

ptot = φpf + (1− φ)ps, ρtot = φρf + (1− φ)ρs,

решаемая в области (x, t) ∈ QT = Ω× (0, T ), Ω = (0, 1), при краевых и начальных

условиях
vs |x=0,x=1= vf |x=0,x=1= 0,

φ |t=0= φ0(x), ρf |t=0= ρ0(x).

(1.3.5)

Здесь под решением задачи (1.3.1) – (1.3.5) будем понимать совокупность функ-

ций vs ∈ C3+α,1+α/2(QT ) (φ, ρf , pf , ps) ∈ C2+α,1+α/2(QT ), vf ∈ C1+α,1+α/2(QT )

таких, что 0 < φ < 1, ρf > 0, pf > 0. Эти функции удовлетворяют уравнениям

(1.3.1) – (1.3.4) и начальным и граничным условиям (1.3.5) как непрерывные в QT

функции.

Сформулируем основной результат.

Теорема 1.3.1. Пусть выполнены условия теоремы 1.1.1. Тогда задача (1.3.1)

– (1.3.5) имеет единственное локальное классическое решение, т.е. существует

значение t0 такое, что

vs(x, t) ∈ C3+α,1+α/2(Qt0), (φ(x, t), ps(x, t), pf(x, t), ρf(x, t)) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0),

vf(x, t) ∈ C1+α,1+α/2(Qt0).

Более того 0 < φ(x, t) < 1, ρf(x, t) > 0 в Qt0.

Переходя к массовым переменным Лагранжа аналогичным пункту 1.1.2 обра-

зом, приходим к следующей системе

∂(1− φ)

∂t
+ (1− φ)2∂vs

∂x
= 0,

∂

∂t

(
ρf

φ

1− φ

)
+

∂

∂x
(ρfφ(vf − vs)) = 0, (1.3.6)

φ(vs − vf) = k(φ)(1− φ)
∂pf
∂x

, (1.3.7)

(1− φ)
∂vs
∂x

= −a1(φ)(ptot − pf), (1.3.8)
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∂ptot
∂x

=
∂

∂x
(2η(1− φ)2∂vs

∂x
). (1.3.9)

В безразмерных переменных (аналогично параграфу 1.1.1) область изменения

x есть единичный отрезок [0, 1], а система уравнений (1.3.6)–(1.3.9) сохранит свою

форму.

Используя реологическое соотношение (1.3.8) и баланс сил (1.3.9), а также усло-

вия vs|x=0,1 = 0, находим

ptot =
2ηa1(φ)(1− φ)pf + p0(t)

1 + 2ηa1(φ)(1− φ)
,

p0(t) =

1∫
0

a1(φ)pf
(1− φ)(1 + 2ηa1(φ)(1− φ))

dx

 1∫
0

a1(φ)

(1− φ)(1 + 2ηa1(φ)(1− φ))
dx

 .

Второе уравнение системы с учетом закона Дарси принимает вид

∂

∂t

(
ρf

φ

1− φ

)
− ∂

∂x

(
ρfk(φ)(1− φ)

∂pf
∂x

)
= 0.

Из первого и четвертого уравнений системы (1.3.6)–(1.3.9) следует:

1

1− φ
∂φ

∂t
=

a1(φ)

1 + 2ηa1(φ)(1− φ))
(pf − p0).

Это уравнение можно представить в виде

∂G(φ)

∂t
= pf − p0,

где функция G(φ) определяется равенством

dG(φ)

dφ
=

1 + 2ηa1(φ)(1− φ))

(1− φ)a1(φ)
.

Положим

a(φ) =
φ

1− φ
, K(φ) = k(φ)(1− φ), b(ρf) = ρf

∂pf(ρf)

∂ρf
.

Учитывая условия (1.3.5), приходим к следующей задаче для отыскания функ-

ций ρf , φ:

∂

∂t
(a(φ)ρf)−

∂

∂x
(K(φ)b(ρf)

∂ρf
∂x

) = 0, (1.3.10)
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∂G(φ)

∂t
= pf(ρf)− p0(t), (1.3.11)

∂ρf
∂x
|x=0,x=1= 0, ρf |t=0= ρ0(x), φ |t=0= φ0(x). (1.3.12)

Лемма 1.3.1. Пусть данные задачи (1.3.10) – (1.3.12) удовлетворяют услови-

ям теоремы 1.3.1. Тогда задача (1.3.10) – (1.3.12) имеет единственное локальное

решение, т.е. существует значение t0 такое, что

(φ(x, t), ρf(x, t)) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0),

Более того 0 < φ(x, t) < 1, ρf(x, t) > 0 в Qt0.

Положим ρ(x, t) = ρf(x, t) − ρ0(x) и представим уравнения (1.3.10), (1.3.11) в

виде
∂

∂t

(
a(φ)(ρ+ ρ0)

)
=

∂

∂x

(
K(φ)b(ρ+ ρ0)

∂(ρ+ ρ0)

∂x

)
,

∂G(φ)

∂t
= pf(ρ+ ρ0)− p0(t). (1.3.13)

Причем

ρ |t=0=
∂(ρ+ ρ0)

∂x
|x=0,x=1= 0, φ |t=0= φ0(x).

В качестве банахова пространства выберем пространство C2+β,1+β/2(Qt0), где β

– любое число из отрезка (0, α), α ∈ [0, 1). Положим

V = {ρ̄(x, t), φ̄(x, t) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0)| ρ̄ |t=0=
∂ρ̄

∂x
|x=0,x=1= 0,

0 <
m1

2
− ρ0(x) ≤ ρ̄(x, t) ≤ 2M1 − ρ0(x) <∞,

0 <
m0

2
≤ φ̄(x, t) ≤ M0 + 1

2
< 1, (x, t) ∈ Qt0,

(|φ̄|1+α,(1+α)/2,Qt0
, |ρ̄|1+α,(1+α)/2,Qt0

) ≤ K1,

(|φ̄|2+α,(2+α)/2,Qt0
, |ρ̄|2+α,(2+α)/2,Qt0

) ≤ K1 +K2},

где K1 - произвольная положительная постоянная, а положительная постоянная

K2 будет указана позже.
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Построим оператор Λ, отображающий V в V . Пусть φ̄, ρ̄ ∈ V . Используя (1.3.13)

определим функцию φ равенством

G(φ) = G(φ0) +

t∫
0

(pf(ρ̄(x, τ) + ρ0(x))−

−
1∫

0

a1(φ̄)

(1− φ̄)(1 + 2ηa1(φ)(1− φ)))
pf(ρ̄(x, τ) + ρ0(x))dx·

·

 1∫
0

a1(φ̄)

(1− φ̄)(1 + 2ηa1(φ)(1− φ)))
dx

−1

)dτ.

(1.3.14)

Лемма 1.3.2 и лемма 1.3.3 формулируются аналогичным образом и доказыва-

ются так же, как в пункте 1.1 леммы 1.1.2 и 1.1.3 соответственно. Дальнейшие

рассуждения и доказательство единственности решения задачи сохраняются. Та-

ким образом теорема 1.3.1 доказана.

Замечание. В случае полного уравнения баланса сил при воздействие на си-

стему внешних сил (сила тяжести), поскольку вязкость жидкости намного меньше

вязкости скелета и девиатор тензора напряжений жидкости достаточно мал, си-

стема уравнений, описывающая одномерное нестационарное движение сжимаемой

жидкости в вязкой пористой среде, выглядит следующим образом [62], [66], [69],

[48]:
∂(1−φ)ρs

∂t + ∂
∂x((1− φ)ρsvs) = 0,

∂(ρfφ)
∂t + ∂

∂x(ρfφvf) = 0,

(1.3.15)

φ(vf − vs) = −k(φ)(
∂pf
∂x
− ρfg), (1.3.16)

∂vs
∂x

= −a1(φ)pe, pe = ptot − pf , (1.3.17)

∂

∂x

(
2η(1− φ)

∂vs
∂x

)
= ρtotg +

∂ptot
∂x

, (1.3.18)

После перехода в переменные Лагранжа аналогично пункту 1.1.2 система (1.3.15)−
(1.3.18) принимает вид

∂(1− φ)

∂t
+ (1− φ)2∂vs

∂x
= 0, (1.3.19)



– 41 –

∂

∂t

(
ρf

φ

1− φ

)
+

∂

∂x
(ρfφ(vf − vs)) = 0, (1.3.20)

φ(vs − vf) = k(φ)((1− φ)
∂pf
∂x
− ρfg), (1.3.21)

(1− φ)
∂vs
∂x

= −a1(φ)pe, pe = ptot − pf , (1.3.22)

(1− φ)
∂

∂x

(
(1− φ)2∂vs

∂x

)
= ρtotg + (1− φ)

∂ptot
∂x

. (1.3.23)

Из (1.3.23), с учетом (1.3.19), получаем представление для ptot :

ptot =
∂φ

∂t
−
∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ + p1(t).

где функцию p1 определим позже.

Далее уравнение (1.3.22) с учетом представления для ptot представим в виде(
1

(1− φ)a1(φ)
+ 1

)
∂φ

∂t
−
∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ = pf − p1.

Найдем функцию p1. Проинтегрируем по x уравнение (1.3.23), получим

(1− φ)2∂vs
∂x

=

∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ + ptot − p1.

С учетом уравнения (1.3.22) получим, что

ptot = (p1 −
∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ + (1− φ)a1(φ)pf)·

·(1 + (1− φ)a1(φ))−1.

Проинтегрируем уравнение (1.3.22) по x от 0 до 1. С учетом краевых условий

vs|x=0,1 = vf |x=0,1 = 0 и последнего представления для ptot получим представление

для p1.

Таким образом, получаем систему уравнений для нахождения пористости и

плотности:
∂

∂t
(a(φ)ρf)−

∂

∂x
(K(φ)b(ρf)

∂ρf
∂x
− K(φ)

1− φ
ρ2
fg) = 0, (1.3.24)

∂G1

∂t
= Rρf − p1 +

∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ, (1.3.25)
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где функции G1, p1 определяются следующим образом:

dG1

dφ
= 1 +

1

a1(φ)(1− φ)
,

p1 =

1∫
0

(
a1(φ)

(1− φ)(1 + a1(φ)(1− φ))
(Rρf +

∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ)

)
dx·

·

 1∫
0

a1(φ)

(1− φ)(1 + a1(φ)(1− φ))
dx

−1

.

Применяя аналогичный пункту 1.2 подход, докажем разрешимость начально-

краевой задачи для уравнений (1.3.24)− (1.3.25), дополненных условиями

((1− φ)
∂pf (ρf )
∂x − ρfg) |x=0,x=1= 0, pf = Rρf ,

ρf |t=0= ρ0(x), φ |t=0= φ0(x).

(1.3.26)

1.4 Глобальная разрешимость по времени

Рассматривается система (1.1.1)–(1.1.5), в которой истинные плотности фаз при-

нимаются постоянными.

Определение 1.4.1. Решением задачи (1.3.1) – (1.3.5) называется сово-

купность функций φ, vs, vf ∈ C2+α,1+β(QT ), pf , ps ∈ C1+α,1+β(QT ), таких, что

0 < φ < 1. Эти функции удовлетворяют уравнениям (1.3.1)–(1.3.4) и началь-

ным и граничным условиям (1.3.5) как непрерывные в QT функции.

Теорема 1.4.1. Пусть данные задачи (1.3.1) – (1.3.5) подчиняются следую-

щим условиям: 1. функции k(φ), ξ(φ) и их производные до второго порядка непре-

рывны для φ ∈ (0, 1) и удовлетворяют условиям

k−1
0 φq1(1− φ)q2 ≤ k(φ) ≤ k0φ

q3(1− φ)q4,

1

ξ(φ)
= a0(φ)φα1(1− φ)α2−1, 0 < R1 ≤ a0(φ) ≤ R2 <∞,

где k0, αi, Ri, i = 1, 2 – положительные постоянные, q1, ..., q4 – фиксированные

вещественные числа. 2. функция g, начальная функция φ0 и граничная функция
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p0 удовлетворяют следующим условиям гладкости

g ∈ C1+α,1+β(Q̄T ), φ0 ∈ C2+α(Ω̄T ) p0 ∈ C1+β(0, T ),

а также функции φ0 и g удовлетворяют неравенствам

0 < m0 ≤ φ0(x) ≤M0 < 1, |g(x, t)| ≤ g0 <∞, x ∈ Ω̄,

где m0,M0, g0 – известные положительные константы. Тогда задача (1.3.1) –

(1.3.5) имеет единственное локальное классическое решение, т.е существует

значение t0 такое, что

(φ(x, t), vs(x, t), vf(x, t)) ∈ C2+α,1+β(QT ), (pf(x, t), ps(x, t)) ∈ C1+α,1+β(QT ).

Более того 0 < φ(x, t) < 1 в Q̄t0.

Теорема 1.4.2. Пусть дополнительно к условиям теоремы 1.4.1 функции

k(φ), ξ(φ) удовлетворяют условиям

k(φ) =
k

µ
φn, ξ(φ) = ηφ−m, n ≥ 1,m ≥ 1,

где k, µ, η – положительные постоянные. Тогда для всех t ∈ [0, T ], T < ∞ су-

ществует единственное решение задачи (1.3.1) – (1.3.5), причем существуют

числа 0 < m1 < M1 < 1 такие, что m1 ≤ φ(x, t) ≤M1, (x, t) ∈ QT .

1.4.1 Локальная разрешимость

При доказательстве теорем 1.4.1 и 1.4.2 удобно использовать переменные Лагран-

жа [70]. Переход осуществляется аналогично пункту 1.1.2. В безразмерных пере-

менных Лагранжа система выглядит следующим образом:

∂(1−φ)
∂t + (1− φ)2 ∂vs

∂x = 0,

∂
∂t

(
φ

1−φ

)
+ ∂

∂x(φ(vf − vs)) = 0,

(1.4.1)

φ(vf − vs) = −k(φ)((1− φ)
∂pf
∂x
− ρfg), (1.4.2)
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(1− φ)
∂ptot
∂x

= −ρtotg, (1.4.3)

(1− φ)
∂vs
∂x

= −a1(φ)pe, a1(φ) =
1

ξ(φ)
. (1.4.4)

Второе уравнение (1.4.1) с учетом закона Дарси (1.4.2) принимает вид

∂

∂t
(

φ

1− φ
)− ∂

∂x
(k(φ)((1− φ)

∂pf
∂x
− ρfg)) = 0. (1.4.5)

Из уравнений (1.4.1) и (1.4.4) следует, что

1

1− φ
∂φ

∂t
= −a1(φ)(ptot − pf).

Последнее уравнение можно представить в виде

ptot − pf = −∂G(φ)

∂t
, (1.4.6)

где функция G(φ) определяется равенством

dG

dφ
=

1

a1(φ)(1− φ)
.

Уравнение (1.4.5) с учетом (1.4.3) и (1.4.6) перепишется в виде

∂

∂t
(

φ

1− φ
) =

∂

∂x
(k(φ)((1− φ)

∂2G(φ)

∂x∂t
− g(ρtot + ρf))). (1.4.7)

Оно дополняется следующими начально-краевыми условиями:

φ|t=0 = φ0, (k(φ)((1− φ)
∂2G(φ)

∂x∂t
− g(ρtot + ρf)))|x=0,1 = 0. (1.4.8)

Лемма 1.4.1. Пусть данные задачи (1.4.7)–(1.4.8) удовлетворяют условиям тео-

ремы 1.4.1. Тогда задача (1.4.7)–(1.4.8) имеет единственное локальное решение,

т.е. существует значение t0 такое, что

φ ∈ C2+α,1+β(Qt0), φ ∈ (0, 1).
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Без ограничения общности будем считать, что 0 < φ1 ≤ φ2 < 1. Из определения

функций G(φ) и a1(φ) имеем

0 < ∆G ≡ G(φ2)−G(φ1) =

φ2∫
φ1

ds

(1− s)a1(s)
≥ 1

R2
(φ2 − φ1).

Тогда имеет место оценка вида

R2|G(φ1)−G(φ2)| ≥ |φ1 − φ2|.

Следовательно,

|φ(x, t)− φ0(x)| ≤ δ(t), δ(t) −→ 0 при t −→ 0,

из которой следует, что существует такое значение t1 = t1(m0,M0), что для всех

t0 ≤ t1 справедливо неравенство

0 <
m0

2
≤ φ(x, t) ≤ M0 + 1

2
, (x, t) ∈ Qt0. (1.4.9)

Полагая z(x, t) = ∂G/∂t, из (1.4.7)–(1.4.8) приходим к следующей задаче для

G, z

z =
∂G

∂t
, G|t=0 = G(φ0) ≡ G0(x), (1.4.10)

z

d(G)
− ∂

∂x
(a(G)

∂z

∂x
− b(G)) = 0, (1.4.11)

(a(G)
∂z

∂x
− b(G)) |x=0,x=1= 0, (1.4.12)

где

d(G) =
1− φ(G)

a1(φ(G))
, a(G) = k(φ(G))(1− φ(G)),

b(G) = k(φ(G))g((1− φ(G))ρs + (1 + φ(G))ρf).

Разрешимость в малом устанавливается с помощью теоремы Тихонова- Шауде-

ра о неподвижной точке [5].

Положим ω(x, t) = G(φ)−G(φ0). Представим уравнения (1.4.10),(1.4.11) в виде

z =
∂ω

∂t
, ω|t=0 = 0, (1.4.13)
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z

d(ω)
− ∂

∂x
(a(ω)

∂z

∂x
− b(ω)) = 0, (1.4.14)

(a(ω)
∂z

∂x
− b(ω)) |x=0,x=1= 0. (1.4.15)

В качестве банахова пространства выберем пространство C2+ζ,1+γ(Qt0), где ζ

– любое число из отрезка (0, α), α ∈ [0, 1), γ – любое число из отрезка (0, β),

β ∈ [0, 1). Положим

V = {ω̄ ∈ C2+α,1+β(Q̄t0)|ω̄|t=0 = 0,

0 <
m0

2
≤ φ(ω̄) ≤ M 0 + 1

2
<∞, |ω̄|1+α,(1+2β)/2,Qt0

≤ K1, |ω̄|2+α,1+β,QT0
≤ K1 +K2},

где K1 - произвольная положительная постоянная, а положительная постоянная

K2 будет указана позже. Построим оператор Λ, отображающий V в V . Пусть

ω̄ ∈ V . Используя (1.4.11), (1.4.12) определим функцию z = z(x, t) как решение

задачи:

z
d(ω̄) − (a(ω̄)zx − b(ω̄))x = 0,

(a(ω̄)zx − b(ω̄)) |x=0,1= 0,

(1.4.16)

где

0 < d1 =
1−M0

a0M
α1
0 (1−m0)α2−1

≤ d(ω̄) ≤ 1−m0

a0m
α1
0 (1−M0)α2−1

= d2,

0 < h1 = k−1
0 mq1

0 (1−M0)
q2+1 ≤ a(ω̄) ≤ k0M

q3
0 (1−m0)

q4+1 = h2,

|b(ω̄)| ≤ k0M
q3
0 (1−m0)

q4g0((1−m0)ρs + (1 +M0)ρf) = b2.

Уравнение для z (1.4.16) является равномерно эллиптическим. Поскольку

d(ω̄) > 0, то задача (1.4.16) имеет единственное классическое решение. Доказа-

тельство существования полностью следует технике, изложенной в [21, стр. 144,

177]. Тогда для решения задачи (1.4.16) имеет место шаудеровская оценка:

|z|2+α,Ω ≤ N1(K1,m0,M0).

Покажем непрерывность функции z по переменной t.
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Положим u = (z(x, t2)− z(x, t1))(t2− t1)β. Поскольку функции z(x, ti), (i = 1, 2)

являются решением уравнения (1.4.16), то функция u удовлетворяет равенству

a(ω̄(x, t2))uxx+ax(ω̄(x, t2))ux−
1

d(ω̄(x, t2))
= (zxx(ω̄(x, t1))(a(ω̄(x, t1))−a(ω̄(x, t2)))+

+zx(ω̄(x, t1))(a(ω̄(x, t1))− a(ω̄(x, t2))) + z(ω̄(x, t1))(
1

d(ω̄(x, t1))
− 1

d(ω̄(x, t2))
)+

+bx(ω̄(x, t2))− bx(ω̄(x, t1)))(t2 − t1)−β.

Откуда следует, что функция u ограничена, а следовательно, имеем |z|2+α,β,Qt0
≤

N2(K1,m0,M1).

По найденному z из уравнения (1.4.13) найдем ω:

ω =

t∫
0

zdτ,

и, следовательно,

|ω|2+α,1+β,Qt0
≤ N3(1 + t|zxx|α,β,Qt0),

где постоянная N3 = N3(K1,m0,M0).

Положим N4 = max{N1, N3}. Выберем K2 таким образом, чтобы N4 ≤ (K1 +

K2)/2. Тогда при t0 = 2(K1 +K2)
−1 получаем оценку

|ω|2+α,1+β,Qt0
≤ K1 +K2.

Из представления для функции ω имеем |ω|0,Qt0 ≤ N5t0. Используя для ω нера-

венство вида [5, с.35]

|u|1+α,(1+2β)/2,Qt0
≤ C|u|c2+α,1+β,Qt0

|u|1−c0,Qt0
, c = (1 + α)(2 + α)−1,

выводим, что существует достаточно малое значение t0, зависящее от K1 и K2,

такое, что справедлива оценка |ω|1+α,(1+2β)/2,Qt0
≤ K1.

Таким образом, оператор Λ отображает множество V в себя при достаточно ма-

лых t0. Используя полученные выше оценки, легко доказать непрерывность опера-

тора Λ в норме пространства C2+ζ,1+γ(Qt0). Согласно теореме Тихонова-Шаудера

существует неподвижная точка ω ∈ V оператора Λ.
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Легко показать единственность решения задачи (1.4.10)–(1.4.12). Пусть (z1, G1)

и (z2, G2) – два различных решения задачи. Их разность z = z1− z2, G = G1−G2

есть решение линейной однородной системы

A0z + A1G−
∂

∂x
(A2

∂z

∂x
+ A3G) = 0, z =

∂G

∂t
,

с нулевыми начальными и граничными условиями

(A2
∂z

∂x
+ A3G)|x=0,1 = 0, G|t=0 = 0.

Коэффициенты Ai, i = 0, ..., 3 имеют вид

A0 = d(G1) > 0, A1 =
z2(d(G2)− d(G1))

Gd(G1)d(G2)
, A2 = a(G1) > 0,

A3 =
∂z2

∂x

a(G1)− a(G2)

G
− b(G1)− b(G2)

G

и являются ограниченными для всех x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ].

Уравнение для z умножим на z(x, t) и результат проинтегрируем по x от 0 до

1. После стандартных преобразований получим неравенство∫ 1

0

z2dx+

∫ 1

0

z2
xdx ≤ C

∫ 1

0

G2dx. (1.4.17)

Здесь и далее C – постоянная, зависящая от T и других данных задачи.

Поскольку из уравнения для G следует неравенство

G2 ≤ C

∫ t

0

z2dτ,

то неравенство (1.4.17) примет вид∫ 1

0

z2dx+

∫ 1

0

z2
xdx ≤ C

∫ 1

0

∫ t

0

z2dτdx.

Полагая y(t) =

∫ 1

0

∫ t

0

z2dτdx, выводим

dy

dt
≤ Cy,

Поэтому y(t) = 0, z = 0, G = 0. Лемма 1.4.1 доказана.

Теорема 1.4.1 доказана.
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1.4.2 Глобальная разрешимость

Доказательство теоремы 1.4.2. В силу теоремы 1.4.1 будем считать, что на проме-

жутке [0, t0] существует решение задачи (1.3.1) – (1.3.5), причем 0 < φ(x, t) < 1,

x ∈ Ω, t ∈ [0, t0]. После получения необходимых априорных оценок, не зависящих

от величины t0, локальное решение можно продолжить на весь отрезок [0, T ].

Положим в (1.4.7) s(x, t) = φ/(1− φ). Тогда функция s удовлетворяет следую-

щей задаче
∂s

∂t
− ∂

∂x

(
k̄(s)

(
1

1 + s

∂2G(s)

∂x∂t
− ḡ(φ(s))

))
= 0, (1.4.18)

s|t=0 = s0,

(
1

1 + s

∂2G(s)

∂x∂t
− ḡ(φ(s))

)
|x=0,x=1 = 0, (1.4.19)

где

k̄(s) = k(φ(s)), ḡ(s) = g(
1

1 + s
ρs +

1 + 2s

1 + s
ρf), s0 =

φ0

1− φ0
.

Имеет место следующая Лемма.

Лемма 1.4.2. Пусть s(x, t) – решение задачи (1.4.18)–(1.4.19). Тогда
1∫

0

s(x, t)dx =

1∫
0

s0(x)dx ≡ λ, и существует такая точка a(t) ∈ [0, 1], что

s(a(t), t) = λ > 0.

Доказательство полностью следует [5, стр.50].

Далее рассмотрим функцию ψ(s), удовлетворяющую соотношению

d2ψ(s)

ds2
= k̄−1(1 + s)

dG(s)

ds
.

Лемма 1.4.3. Пусть s(x, t) – решение задачи (1.4.18)–(1.4.19), n,m ≥ 1. Тогда

функция ψ удовлетворяет неравенству ψ ≥ P (1+s)2

2 , где P = µη
k = const > 0.

Доказательство. Для функции G при s > 0 имеем

dG

ds
= ηs−m(1 + s)m−1 = η(1 +

1

s
)m−1 1

s
≥ η

1

s
.

Тогда
d2ψ

ds2
= k̄−1(s)(1 + s)

dG

ds
= Pφ−m−n = P (

1 + s

s
)p,

где p = m+ n ≥ 2.



– 50 –

Если p – целое, то функция ψ удовлетворяет равенству

ψ = P

(
s2

2
+ s(c1 − p) + c2 + (ps− p(p− 1)

2
)lns

)
+

p∑
i=3

C i
p

1

(i− 1)(i− 2)

1

si−2
,

где c1, c2 – произвольные постоянные, а

C i
p =

p!

i!(p− i)!
.

Исследуем свойства функции (ps− p(p−1)
2 )lns ≡ L. Так как

(L)′s = p

(
1 + lns− p− 1

2s

)
, (L)′′s = p

1

s2
(s+

p− 1

2
) > 0,

то функция L – выпуклая вниз.

Точка минимума s∗ удовлетворяет равенству

1 + lns∗ =
p− 1

2s∗
.

Покажем ограниченность s∗. Поскольку s∗(1 + lns∗) = p−1
2 > 0, то 0 < s∗(1 +

lns∗). Следовательно, s∗ > e−1. Если s∗ ≥ 1, то из равенства s∗(1+ lns∗) = p−1
2 > 0

следует 1 + lns∗ ≤ p−1
2 . Поэтому e−1 ≤ s∗ ≤ e

p−3
2 .

Выбирая константы c1, c2 :

c2 ≥ |
p

s∗
(s∗ − p− 1

2
)2|+ 1

2
, c1 ≥ p+ 1,

имеем, что

ψ ≥ P
(1 + s)2

2
> 0.

Если p – не целое, то представим p = m + n = r + q, где r – целая часть, а q –

дробная часть. Тогда функция ψ удовлетворяет уравнению

d2ψ

ds2
= P (1 +

1

s
)r(1 +

1

s
)q.

Введем функцию ψ̄, удовлетворяющую равенству

d2ψ̄

ds2
= P (1 +

1

s
)r.

Покажем, что разность ψ − ψ̄ положительна. Имеем

d2(ψ − ψ̄)

ds2
= P ((1 +

1

s
)r+q − (1 +

1

s
)r) = δ(s) ≥ 0.
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Выберем ε > 0. В случае 0 < ε ≤ s представим предыдущее равенство в виде

d2

ds2
(ψ − ψ̄ −

s∫
ε

(

ξ∫
ε

δ(τ)dτ)dξ) = 0.

Откуда следует, что разность ψ − ψ̄ удовлетворяет условию

ψ − ψ̄ =

s∫
ε

(

ξ∫
ε

δ(τ)dτ)dξ + c3 + c4s ≥ c3 + c4s, 0 < ε ≤ s,

где c3, c4 – произвольные постоянные.

Если s < ε, представим уравнение для разности ψ и ψ̄ в виде

d2

ds2
(ψ − ψ̄ −

ε∫
s

(

ξ∫
s

δ(τ)dτ)dξ) = 0.

Откуда имеем, что

ψ − ψ̄ ≥ c3 + c4s, 0 < s < ε.

В итоге, выбирая константы c3, c4 > 0, имеем ψ − ψ̄ > 0.

Лемма 1.4.3 доказана.

Приведем пример функции ψ. Пусть m = n = η = k = µ = 1. Тогда

ψ = (2s− 1)lns+
s2

2
+ s+

3

2
≥ (1 + s)2

2
.

Лемма 1.4.4. Пусть s(x, t) – решение задачи (1.4.18)–(1.4.19), n,m ≥ 1. Тогда

существуют постоянные

A = λe−1/ηN
1/2
6 , B = λe1/ηN

1/2
6 , N6 =

∫ 1

0

(
ψ(s0) +G2

x(s
0)
)
dx exp{TN7},

N7 =
1

2
max{1, 2g2

0

P
(ρs(1−m1) + ρf(1 +M1))

2},

такие, что 0 < A ≤ s ≤ B <∞ для любого t ∈ [0, T ].

Доказательство. Умножив уравнение (1.4.18) на dψ(s)
ds и проинтегрировав по x

от 0 до 1, получим:

d

dt

1∫
0

(ψ(s) +
1

2

(
∂G

∂x

)2

)dx =

1∫
0

ḡ(1 + s)
∂G

∂x
dx.
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Отсюда в силу неравенства Коши имеем оценку

d

dt

1∫
0

(ψ(s) +
1

2

(
∂G

∂x

)2

)dx ≤ 1

2

 1∫
0

(
∂G

∂x

)2

dx+

1∫
0

(ḡ(1 + s))2dx

 .

С учетом свойств функции ψ имеем

d

dt

1∫
0

(ψ(s) +
1

2

(
∂G

∂x

)2

)dx ≤ N7

1∫
0

(ψ(s) +

(
∂G

∂x

)2

)dx.

Положим

y(t) =

1∫
0

(ψ(s) +

(
∂G

∂x

)2

)dx.

Тогда
dy

dt
≤ N7y, y|t=0 =

∫ 1

0

(ψ(s0) +

(
∂G(s0)

∂x

)2

)dx ≡ y0,

и, следовательно

y ≤ y0e
N7t ≤ y0e

N7T ≡ N6.

Поскольку из свойств G имеем оценку

dG

ds
≥ η

1

s
,

то (
∂G

∂x

)2

=

(
∂G

∂s

∂s

∂x

)2

≥ η2 1

s2

(
∂s

∂x

)2

= η2

(
∂lns

∂x

)2

.

Ввиду леммы 1.4.2

lns(x, t)− ln(s(a(t), t)) =

∫ x

a(t)

∂lns

∂x
dx.

Поэтому ∣∣∣∣ln s(x, t)

s(a(t), t)

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

∣∣∣∣∂lns∂x

∣∣∣∣ dx ≤
(

1

η2

∫ 1

0

(
∂G

∂x

)2

dx

)1/2

=
1

η
N

1/2
6 .

Откуда следует, что

0 < λe−1/ηN
1/2
6 ≤ s ≤ λe1/ηN

1/2
6 .
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Лемма 1.4.4 доказана.

Получим теперь оценки функции z в гельдеровских нормах по x и t.

Умножим уравнение (1.4.16) на z и проинтегрируем по x от 0 до 1:

1∫
0

(
z2

d(Ḡ)
+ a(Ḡ)z2

x)dx =

1∫
0

b(Ḡ)zxdx.

Применяя неравенства Гельдера иЮнга для правой части, получим оценку сверху

1

d2

1∫
0

z2dx+ h1

1∫
0

z2
xdx ≤

1

2ε

1∫
0

b2(Ḡ)dx+
ε

2

1∫
0

z2
xdx.

Выбирая ε > 0 достаточно малым и учитывая свойства функции b(Ḡ), находим:

1∫
0

(z2 + z2
x)dx ≤ N8, (1.4.20)

где N8 – положительная константа, зависящая от начальных данных, параметров

и постоянных задачи, но не зависит от t0.

Из последнего неравенства следует, что

max
0≤x≤1

|z| ≤ 2N
1/2
8 .

Прежде всего учтем, что неравенство (1.4.20) гарантирует гельдеровскую непре-

рывность функции z(x, t) в Q̄T .

Действительно, если x1 и x2 – две произвольные точки на [0,1], то

|z(x1, t)− z(x2, t)| ≤

 1∫
0

z2
xdx

1/2

|x1 − x2|1/2.

Отсюда в силу (1.4.20) заключаем:

Hα
x (z) ≡ sup

x1,x2∈[0,1],t∈[0,T ]

(|z(x1, t)− z(x2, t)||x1 − x2|−α) ≤ N9, ∀α ∈ [0,
1

2
].

Найдем постоянную Гельдера по времени функции z. Продифференцируем

уравнение (1.4.16) по t. Получим
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zt
d

+ z2

(
1

d

)′
G

− (aztx + zxza
′
G − b′Gz)x = 0.

Введем функцию σ = zt. Тогда последнее уравнение перепишется в виде

σ

d
+ z2

(
1

d

)′
G

− (aσx + a′Gzzx − zb′G)x = 0.

Домножим это уравнение на σ и проинтегрируем полученное равенство по x от 0

до 1. Получим равенство
1∫

0

σ2

d
dx+

1∫
0

σz2

(
1

d

)′
G

dx+

1∫
0

aσ2
xdx+

1∫
0

σx (zzxa
′
G − zb′G) dx = 0.

Используя неравенства Юнга и Гельдера, выводим оценку:

1∫
0

(σ2 + σ2
x)dx ≤ N10,

где N10 зависит только от данных задачи и не зависит от t0.

Тем самым

max
x∈[0,1]

|σ| = max
x∈[0,1]

|zt| ≤ N11,

где N11 - постоянная, зависящая от данных задачи.

Проводя такие же рассуждения, как при оценке постоянной Гельдера по x, по-

лучаем оценку гельдеровского модуля непрерывности по переменной t:

Hα
t (z) ≡ sup

x1,x2∈[0,1],t∈[0,T ]

(|z(x, t2)− z(x, t1)||t2 − t1|−β) ≤ N11, ∀β ∈ (0, 1].

Для того, чтобы коэффициенты уравнения

azxx + axzx −
1

d
z = bx

были гельдеровскими, необходимо получить оценку постоянной Гельдера произ-

водной zx.

Продифференцируем уравнение (1.4.16) по переменной x, затем домножим по-

лученное уравнение на zx и результат проинтегрируем от 0 до 1 по x. Используя
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неравенства Гельдера и Юнга, получим оценку∫ 1

0

(z2
x + z2

xx)dx ≤ N12,

где N12 - постоянная, зависящая от данных задачи. Аналогичным образом полу-

чаем оценку

Hα
x (zx) ≡ sup

x1,x2∈[0,1],t∈[0,T ]

(|zx(x2, t)− zx(x1, t)||x2 − x1|−β) ≤ N13,

где N13 - постоянная, зависящая от данных задачи.

Оценки Гельдера по x и t получены. Далее используем теорию эллиптических

уравнений для функции z, изложенную в [21]. Теорема 1.4.2 доказана.



Глава 2

Локализация решений уравнений

фильтрации в упругой деформируемой

среде

2.1 Конечная скорость распространения возмущений

В области QT = Ω × (0, T ) рассматривается одномерное нестационарное изотер-

мическое движение несжимаемой жидкости в пороупругой среде, в которой пре-

обладают упругие свойства относительно свойств вязкости:

∂(1−φ)ρs
∂t + ∂

∂x((1− φ)ρsvs) = 0,
∂(ρfφ)
∂t + ∂

∂x(ρfφvf) = 0,

φ(vf − vs) = −k(φ)(
∂pf
∂x
− ρfg),

∂vs
∂x

= −βt(φ)

(
∂pe
∂t

+ vs
∂pe
∂x

)
,

∂ptot
∂x

= −ρtotg,

ptot = φpf + (1− φ)ps, pe = ptot − pf , ρtot = (1− φ)ρs + φρf .

Истинные плотности жидкости и твердой среды ρf , ρs принимаются постоянными.

Искомыми являются величины φ, ~vs, ~vf , pf , ps.

Данную систему удается свести к одному вырождающемуся параболическому

уравнению, используя переход к переменным Лагранжа по скорости твердой фа-

56
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зы. Для полученного уравнения применяется известная техника доказательства

конечной скорости распространения возмущений [2], [3], [4], [46].

В массовых переменных Лагранжа система принимает вид

∂

∂t

(
φ

1− φ

)
+

∂

∂x
(φ(vf − vs)) = 0, (2.1.1)

∂(1− φ)

∂t
+ (1− φ)2∂vs

∂x
= 0, (2.1.2)

φ(vf − vs) = −k(φ)

(
(1− φ)

∂pf
∂x
− ρfg

)
, (2.1.3)

(1− φ)
∂vs
∂x

= −βt(φ)
∂pe
∂t
, pe = ptot − pf , (2.1.4)

(1− φ)
∂ptot
∂x

= −ρtotg, ρtot = φρf + (1− φ)ρs. (2.1.5)

Введем функцию G(φ), определенную равенством

∂G(φ)

∂φ
=

1

βt(φ)(1− φ)
.

Тогда из уравнений (2.1.2) и (2.1.4) имеем

∂pe
∂t

= −∂G(φ)

∂t
,

и, следовательно,

pe = −G(φ) +G0 + p0
e, G0 = G(φ0), φ|t=0 = φ0(x), pe|t=0 = p0

e(x), (2.1.6)

где p0
e(x), φ0(x) – заданные функции координаты x.

Из уравнений (2.1.1) и (2.1.3) системы получим

∂

∂t

(
φ

1− φ

)
=

∂

∂x

(
k(φ)((1− φ)

∂pf
∂x
− ρfg)

)
.

C учетом равенства pf = ptot − pe и уравнений (2.1.5), (2.1.6) имеем

∂

∂t

(
φ

1− φ

)
=

∂

∂x

(
k(φ)

βt(φ)

∂φ

∂x

)
− ∂

∂x
(k(φ) ((g((1− φ)ρs − (1 + φ)ρf))+

+
∂(p0

e(x) +G0(x))

∂x

))
.
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В дальнейшем вместо φ ∈ [0, 1) введем новую искомую функцию s = φ/(1− φ)

и будем считать [54], что

k(φ) =
k

µ
φn, βt(φ) = βφφ

b,

где k = const > 0 – проницаемость, µ = const > 0 – динамическая вязкость

жидкости, βφ = const > 0 – коэффициент объемной сжимаемости твердой фазы,

b, n – положительные параметры среды (в дальнейшем предполагается, 0 < n−b ≤
2, n+ b− 2 > 0). Тогда уравнение для s можно представить в виде

∂s

∂t
=

∂

∂x

(
d(s)

∂s

∂x

)
+
∂f(s)

∂x
, (2.1.7)

причем предполагается, что существуют положительные постоянные M, δ1, δ2 та-

кие, что справедливы следующие оценки:

0 ≤ s ≤M <∞, |dp
0
e(x)

dx
| ≤ δ1 <∞, βφ|

dG0(x)

dx
| ≤ δ2 <∞,

ν1s
n−b ≤ d(s) ≤ ν2s

n−b, ν1 =
k

µβφ
(1 +M)b−n−2, ν2 =

k

µβφ
,

|f(s)| ≤ ν3s
n, ν3 =

k

µ

(
g(ρs + (1 + 2M)ρf) + δ1 +

δ2

βφ

)
, g = const ≥ 0.

Замечание. Если φ0 = const, p0
e = const, то формально можно положить δ1, δ2 =

0.

Основной результат настоящего раздела можно сформулировать следующим об-

разом: пусть s(x, t) – слабое решение (2.1.7) в Kρ0(x0)× (0,∞), Kρ0(x0) = {(x, x0) :

|x − x0| < ρ0}, такое, что s0(x) ≡ s(x, 0) = 0 в Kρ0(x0). Тогда существуют T > 0

и ρ(t) ∈ (0, ρ0) такие, что s(x, t) = 0 для всех t ≤ T и x ∈ Kρ(x0). При дополни-

тельных предположениях на характер обращения в нуль s0(x) доказывается, что

s(x, t) = 0 в Kρ0(x0). Здесь не затрагиваются вопросы существования соответству-

ющего решения [18]. Доказательство использует локальный энергетический метод,

развитый в работах [46,60].

Определение 2.1.1. Неотрицательная ограниченная измеримая функция

s(x, t) (0 ≤ s(x, t) ≤ M), определенная в Ω × (0,∞), есть слабое решение урав-

нения (2.1.7) с начальным условием s0(x), если для ∀T > 0 и любого открытого
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подмножества Ω1 ⊂ R1 выполняются следующие предположения

s ∈ L∞(0, T,W 1
2 (Ω)),

∂

∂x

(
sn−b+1

)
∈ L2[(0, T )× Ω1], (2.1.8)

lim
t→0

∫
Ω1

sdx =

∫
Ω1

s0dx (2.1.9)

и для ∀ϕ(x, t) ∈
o

C∞((0, T )× Ω1)

∞∫
0

∫
Ω

[
d(s)

∂s

∂x

∂ϕ

∂x
− ∂f(s)

∂x
ϕ

]
dx dt =

∞∫
0

∫
Ω

s
∂ϕ

∂t
dx dt+

∫
Ω

s(x, 0)ϕ(x, 0) dx. (2.1.10)

Введем обозначения

A(ρ, t) ≡
∫

Kρ(x0)

s2(x, t)dx, B(ρ, t) ≡
∫

Kρ(x0)

sn−b
(
∂s

∂x

)2

dx

и без ограничения общности будем считать x0 = 0.

Лемма 2.1.1. Пусть выполнены предположения (2.1.8), (2.1.9). Тогда для s(ρ, t)

справедливы оценки

sσ(ρ, t) ≤ CiA
1−θ
r (ρ, t)[B

1
2 (ρ, t) + ρ−δA

1
r (ρ, t)]θ, i = 1, 2, (2.1.11)

где

σ =
n

2
− b

2
+ 1 > 0, θ =

2

2 + r
, δ =

1

θr
.

При 0 < n− b < 2, 4
n−b+2 < r < 2,

C1 = CM
(rσ−2)(1−θ)

2 max(σ,M
rσ−2
r ),

а при n− b = 2, r = 4
n−b+2 = 1,

C2 = 2C,

C– положительная постоянная, не зависящая от радиуса ρ.

Доказательство следует работе [6]. Для ∀u ∈ W1
q(Kρ(0)) справедлива оценка

[2]

|u(ρ)| ≤ C ·
(
‖ux‖q,Kρ(0) + ρ−δ‖u‖r,Kρ(0)

)θ ‖u‖1−θ
r,Kρ(0), (2.1.12)
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θ =
q

q − r + qr
, δ =

1

θr
, q ≥ 1, 1 ≤ r ≤ ∞.

Положим в (2.1.12) u = sσ, q = 2. Тогда

sσ(ρ, t) ≤ C·
(
σ

( ∫
Kρ(0)

s2σ−2

(
∂s

∂x

)2

dx

) 1
2

+

+ρ−δ
( ∫
Kρ(0)

srσ dx

) 1
r
)θ( ∫

Kρ(0)

srσ dx

) 1−θ
r

.

(2.1.13)

Усилим правую часть (2.1.13) следующим образом. Если 0 < n − b < 2 и 1 <
4

n−b+2 < r < 2, то σ > 2/r, и

srσ = s2 srσ−2 ≤M rσ−2 s2.

И, следовательно,

sσ(ρ, t) ≤ CM
(rσ−2)(1−θ)

r ·
(
σ

( ∫
Kρ(0)

sn−b
(
∂s

∂x

)2

dx

) 1
2

+

+M
rσ−2
r ρ−δ

( ∫
Kρ(0)

s2 dx

) 1
r
)θ( ∫

Kρ(0)

s2 dx

) 1−θ
r

,

Если же n− b = 2, то в (2.1.13) положим r = 4/(n− b+ 2) = 1, и учитывая, что

srσ = s2 srσ−2 ≤ s2, при σ = 2/r, выводим

sσ(ρ, t) ≤ C·
(
σ

( ∫
Kρ(0)

sn−b
(
∂s

∂x

)2

dx

) 1
2

+ ρ−δ
( ∫
Kρ(0)

s2 dx

) 1
r
)θ( ∫

Kρ(0)

s2 dx

) (1−θ)
r

,

то есть приходим к (2.1.11). Лемма доказана.

Теорема 2.1.1. Пусть выполнены условия (2.1.8) – (2.1.10) и дополнительно

t ∈ [0, T ], T ≤ T ∗, где

T ∗ ≤ min

(
M 2−b−n

(
min(1, ν1)

nν3

)2

,

(
(2θ − 1)(ρ1+2δ

0 − ρ1+2δ)

(2δ + 1)4(ν2Ki)2
w1−2θ(ρ0, t)

) 1
1−θ
)
, i = 1, 2.
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Если s(x, t) – слабое решение (2.1.7) и s0(x) = 0 в Kρ0(x0), 0 < ρ0 < dist(x0, ∂G),

то s(x, t) = 0 почти всюду в Kρ1(t)(x0) при 0 ≤ t ≤ T ≤ T ∗. Причем

ρ1(t) =

(
ρ0

1+2δ − L t1−θ(w(ρ0, t))
2θ−1

) 1
1+2δ

,

где при 0 < n− b < 2

L = 4C2
1 ·Q(r), r ∈ (

4

n− b+ 2
, 2),

а при n− b = 2

L = 4C2
2 ·Q(r), r =

4

n− b+ 2
= 1.

В обоих случаях здесь

w(ρ0, t) = sup
0≤τ≤t

τ∫
0

B(ρ0, s)ds, Q(r) =
2δ + 1

2θ − 1

(
1

2
ρδ0 + T

1
2M 2(δ−1)ρδ−1

0

)2θ

(ν2)
2 ,

Ki = Ci [
1

2
ρ0
δ + T

1
2 ρ0

δ−1M 2(δ−1)]θ, i = 1, 2,

а постоянные C1 и C2 определены в (2.1.11).

Доказательство теоремы 2.1.1. Положим в (2.1.10) ϕ(x, t) = ϕn(|x −

x0|)ξk(t) 1
h

t+h∫
t

Tl(s(x, τ))dτ , где h ∈ (0, T − t),

Tl(s) = min(|s|, l)sign s,

ϕn(r) =


1, r ∈ [0, ρ− 1/n],

n(ρ− r), r ∈ [ρ− 1/n, ρ],

0, r ∈ [ρ, ρ0],

ξk(r) =


1, r ∈ [0, t− 1/k],

k(t− r), r ∈ [t− 1/k, t],

0, r ∈ [t, T ∗].

Имеем
∞∫

0

∫
Kρ0

(x0)

[
d(s)

∂s

∂x
ξk(τ)

∂

∂x

(
ϕn

1

h

t+h∫
t

Tl(s(x, ψ))dψ

)
− ∂f(s)

∂x
ϕ(x, τ)

]
dx dτ =
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=

∞∫
0

∫
Kρ0

(x0)

s ϕn
∂

∂τ

(
ξk

1

h

t+h∫
t

Tl(s(x, ψ))dψ

)
dx dτ +

∫
Kρ0

(x0)

s(x, 0)ϕ(x, 0) dx. (2.1.14)

C учетом теоремы Лебега при k →∞ получим

lim
k→∞

∞∫
0

∫
Kρ0

(x0)

s ϕn
∂

∂τ

(
ξk

1

h

t+h∫
t

Tl(s(x, ψ))dψ

)
dx dτ =

= lim
k→∞

∞∫
0

∫
Kρ0

(x0)

s ϕn
∂ξk
∂τ

1

h

t+h∫
t

Tl(s(x, ψ))dψ dx dτ+

lim
k→∞

∞∫
0

∫
Kρ0

(x0)

s ϕnξk
1

h

(
Tl(s(x, τ + h))− Tl(s(x, τ))

)
dx dτ =

= − lim
k→∞

k

t∫
t−1/k

∫
Kρ0

(x0)

s ϕn
1

h

t+h∫
t

Tl(s(x, ψ))dψ dx dτ+

∞∫
0

∫
Kρ0

(x0)

s ϕn
1

h

(
Tl(s(x, τ + h))− Tl(s(x, τ))

)
dx dτ =

= −
∫

Kρ0
(x0)

s ϕn
1

h

t+h∫
t

Tl(s(x, ψ))dψ dx+

∞∫
0

∫
Kρ0

(x0)

s ϕn
1

h

(
Tl(s(x, τ + h))− Tl(s(x, τ))

)
dx dτ

и, следовательно, при h→ 0 тождество (2.1.14) можно представить в виде

t∫
0

∫
Kρ0

(x0)

[
d(s)

∂s

∂x

∂ϕn
∂x

Tl +

(
d(s)

∂s

∂x
ϕn
∂Tl
∂x
− ∂f(s)

∂x

)
ϕnTl

]
dx dτ =



– 63 –

= −
∫

Kρ0
(x0)

sϕnTl dx+

∫
Kρ0

(x0)

s0(x)ϕnTl(s(x, 0)) dx.

Соответственно, после предельного перехода при l→∞ получим

t∫
0

∫
Kρ0

(x0)

[
sd(s)

∂s

∂x

∂ϕn
∂x

+

(
d(s)

(
∂s

∂x

)2

ϕn −
∂f(s)

∂x

)
ϕns

]
dx dτ =

= −
∫

Kρ0
(x0)

s2ϕn dx+

∫
Kρ0

(x0)

s2
0(x)ϕn dx.

Наконец, устремляя n→∞, выводим

lim
n→∞

t∫
0

∫
Kρ0

(x0)

sd(s)
∂s

∂x

∂ϕn
∂x

dx dτ =

= − lim
n→∞

n

t∫
0

∫
ρ−1/n<|x−x0|<ρ

sd(s)
∂s

∂x
dx dτ = −

t∫
0

sd(s)
∂s

∂x
dτ.

Тем самым, приходим к равенству (x0 = 0)

ρ∫
0

s2dx+

t∫
0

ρ∫
0

[
d(s) (

∂s

∂x
)2 − s∂f

∂x

]
dx dτ =

t∫
0

sd(s)
∂s

∂x
(ρ, τ) ds dτ. (2.1.15)

Положим

a(ρ, t) = sup
0≤τ≤t

A(ρ, τ).

Из тождества (2.1.15) следует

a(ρ, t) + ν1w(ρ, t) ≤ ν2I1 + I2, (2.1.16)

где

I1 =

t∫
0

s(ρ, τ)n−b+1

∣∣∣∣∂s∂x(ρ, τ)

∣∣∣∣ dτ,
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I2 =

t∫
0

ρ∫
0

s(ρ, τ)

∣∣∣∣∂f(s)

∂x

∣∣∣∣ dxdτ.
Используя неравенство Гельдера и (2.1.11), получим

I1 =

t∫
0

s(ρ, τ)n−b+1

∣∣∣∣∂s∂x(ρ, s)ds

∣∣∣∣ ≤
≤
( t∫

0

sn−b(ρ, τ)

(
∂s

∂x
(ρ, τ)

)2

dτ

) 1
2
( t∫

0

sn−b+2(ρ, τ) dτ

) 1
2

=

(
∂w

∂ρ

) 1
2

a1(ρ, t),

a1(ρ, t) ≡
( t∫

0

sn−b+2(ρ, τ)dτ

) 1
2

≤

Ci

( t∫
0

(B
1
2 (ρ, τ) + ρ−δ A

1
r (ρ, τ))2 dτ

) θ
2
( t∫

0

A
2
r (ρ, τ)dτ

) 1−θ
2

≤

≤ Ci

(( t∫
0

B(ρ, τ)dτ

) 1
2

+ ρ−δ
( t∫

0

A
2
r (ρ, τ)dτ

) 1
2
)θ
t
1−θ
2 a

1−θ
r (ρ, t) ≤

≤ Ciρ
−δt

1−θ
2

(
w

1
2 (ρ, t) a

1−θ
rθ (ρ, t)ρδ + T

1
2a

1
rθ (ρ, t)

)θ
, i = 1, 2.

Но ρ < ρ0 и, кроме того,

2w
1
2 a

1−θ
rθ = 2w

1
2 a

1
2 ≤ a+ w,

a
1
rθ (ρ, t) ≤ a(ρ, t) aδ−1(ρ0, t) ≤ a(ρ, t) ρ0

δ−1M 2(δ−1), δ > 1.

Поэтому

a1(ρ, t) ≤ Ciρ
−δt

1−θ
2

(
ρδ0
2

(a+ w) + T
1
2aρδ−1

0 M
2(δ−1)
0

)θ
≤

≤ Ciρ
−δt

1−θ
2 (a+ w)θ

(
1

2
ρθ0 + T

1
2ρδ−1

0 M 2(δ−1)

)θ
.

Таким образом,

I1 ≤ Kit
1−θ
2 ρ−δ [a(ρ, t) + w(ρ, t)]θ

(
∂w

∂ρ

) 1
2

,
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где

Ki = Ci [
1

2
ρ0
δ + T

1
2 ρ0

δ−1M 2(δ−1)]θ, i = 1, 2.

Далее оценим I2.

Имеем ∣∣∣∣∂f∂x
∣∣∣∣ ≤ nν3s

n−1

∣∣∣∣∂s∂x
∣∣∣∣ .

Тогда

I2 ≤ nν3

( t∫
0

ρ∫
0

(
∂s

∂x

)2

sn−bdxdτ

) 1
2
( t∫

0

ρ∫
0

sn+bdxdτ

) 1
2

≤

≤ nν3w
1
2M

n+b−2
2

( t∫
0

ρ∫
0

s2dxdτ

) 1
2

≤ nν3M
n+b−2

2 w
1
2a

1
2 t

1
2 ≤ 1

2
nν3M

n+b−2
2 t

1
2 (a+ w).

Следовательно, (2.1.16) принимает вид

min(1, ν1)(a(ρ, t) + w(ρ, t)) ≤ ν2I1 + I2 ≤

≤ t
1−θ
2 ν2Kiρ

−δ (a(ρ, t) + w(ρ, t))θ
(
∂w

∂ρ

) 1
2

+
1

2
nν3M

b+n−2
2 t

1
2 (a+ w), i = 1, 2.

Далее выберем t таким образом, что

nν3M
b+n−2

2 t
1
2 ≤ min(1, ν1).

Тогда
1

2
(a+ w) ≤ ν2Kit

1−θ
2 ρ−δ(a+ w)θ

(
∂w

∂ρ

) 1
2

.

Поэтому

ρδw1−θ ≤ (a+ w)1−θρδ ≤ 2ν2Kit
1−θ
2

(
∂w

∂ρ

) 1
2

,

и, следовательно,

ρ2δw2(1−θ) ≤ K∗i t
1−θ∂w

∂ρ
, (2.1.17)

где K∗i = 4(ν2Ki)
2, i = 1, 2.

Интегрирование (2.1.17) по ρ от ρ1 до ρ0 дает (1 ≤ r < 2)
1

2δ + 1
(ρ1+2δ

0 − ρ1+2δ
1 ) ≤ K∗i t

1−θ(w2θ−1(ρ0, t)− w2θ−1(ρ1, t))
1

2θ − 1
.
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Откуда имеем неравенство

ρ1+2δ
1 − ρ1+2δ

0 +
2δ + 1

2θ − 1
K∗i t

1−θw2θ−1(ρ0, t) ≥
2δ + 1

2θ − 1
K∗i t

1−θw2θ−1(ρ1, t). (2.1.18)

Выбирая t таким образом, чтобы выполнялось равенство

ρ1+2δ
1 = ρ1+2δ

0 − 2δ + 1

2θ − 1
K∗i t

1−θ w2θ−1(ρ0, t),

получим, что w(ρ, t) = 0 для всех ρ ≤ ρ1, то есть s(x, t) = 0 почти всюду в Kρ(0)

при ρ ≤ ρ1 и

0 ≤ t ≤ min

(
M 2−b−n(nν3)

−2(min(1, ν1)
2,

(
(ρ1+2δ

0 − ρ1+2δ)(2θ − 1)

(2δ + 1)K∗i
w1−2θ(ρ0, t)

) 1
1−θ
)
.

2.2 Метастабильная локализация решения

Теорема 2.2.1. Пусть дополнительно к условиям теоремы 2.1.1 выполнены

следующие условия
t∫

0

B(ρ, τ)dτ ≤ C0,

∫
Kρ(x0)

s2
0(x)dx ≤ K3

(
ρ− ρ0

) 2+r
2−r

, ∀ρ ∈ (ρ0, R), (2.2.1)

где R,K3 – некоторые положительные параметры. Тогда существует T0, зави-

сящее от данных задачи, такое, что s(x, t) = 0 при почти всех x ∈ Kρ0(x0), и

t ∈ [0, T0].

Доказательство теоремы 2.2.1. Следуя начальным рассуждениям теоремы

1 и формально считая в (2.1.14), что роль ρ играет число R, для всех ρ ∈ (0, R)

выводим исходное равенство (2.1.15). Согласно условиям теоремы, s0(x) = 0 в ша-

ре Kρ0(x0). Поэтому первый интеграл в правой части (2.1.15) (от s2
0 )на самом деле

(при ρ ∈ (ρ0, R)) берется по промежутку (ρ0, ρ) и, следовательно, для него спра-

ведлива оценка (2.2.1). Остальные слагаемые правой части (2.1.15) оцениваются

так же, как и в теореме 2.1.1. Итак, вместо (2.1.18) имеем для всех t < T

1

2
(a+ w) ≤ ν2Ki(a+ w)θρ−δ t

1−θ
2

(
∂w

∂ρ

) 1
2

+K3

(
ρ− ρ0

) 1
2θ−1

, i = 1, 2.
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Первое слагаемое правой части оценим с помощью неравенства Юнга

1

2
(a+ w) ≤ ε

1
θθ(a+ w) +

1− θ
ε

1
1−θ

t
1
2 ρ−

δ
1−θ

(
∂w

∂ρ

) 1
2(1−θ)

(ν2Ki)
1

1−θ +K3

(
ρ− ρ0

) 1
2θ−1

.

Выбирая ε1/θ = 1
4θ > 0, получим

1

4
(a+ w) ≤ 1− θ

ε
1

1−θ
t
1
2 ρ−

δ
1−θ

(
∂w

∂ρ

) 1
2(1−θ)

(ν2Ki)
1

1−θ +K3

(
ρ− ρ0

) 1
2θ−1

.

Используя неравенство ap + wp ≥ (a+ w)p, 0 < p < 1, (a, w) ≥ 0 имеем

w2(1−θ) ≤ (4(1− θ))2(1−θ)ε−2 ρ−2δ (ν2Ki)
2 t1−θ

∂w

∂ρ
+ (4K3)

2(1−θ)
(
ρ− ρ0

) 2(1−θ)
2θ−1

.

Полученное соотношение есть частный случай неравенства

wσ ≤ C∗i t
κw′ρ + C

(
ρ− ρ0

) σ
1−σ

, 0 < σ < 1, ρ ∈ [ρ0, R], (2.2.2)

изученного в [3]. Как показано в цитированной работе, (2.2.2) влечет равенство

w(ρ0, t) = 0 при всех t ∈ [0, t0] , где t0 вычисляется из условия (σ = 2(1− θ))

t0 = ((1− σ) 21−σ R/C∗i C
1−σ
0 )2/σ, C∗i = (4(1− θ))2(1−θ)ε−2 ρ−2δ (ν2Ki)

2 , i = 1, 2,

(2.2.3)

а C0 согласно (2.1.8) такое, что w(t, ρ) ≤ C0. Поэтому s(x, t) = 0 при почти всех

x ∈ Kρ0(x0) и t ∈ [0, T0], T0 = min(t0, T
∗).

Покажем, что неравенство (2.2.2) влечет w(ρ0, t) = 0,∀t ∈ [0, t0].

Пусть существует t∗, 0 < t∗ ≤ t0, такое, что ω(t∗, ρ0) = δ > 0. Поскольку wt ≥
0, wρ ≥ 0, то

w(t∗, ρ) ≥ w(t∗, ρ0) = δ > 0.

Покажем, что w(t∗, ρ) = 0. Представим w(t∗, ρ) в виде

w(t∗, ρ) = D(ρ− ρ0)
1/(1−σ) + v(t∗, ρ), (2.2.4)

где постоянная D(t∗) удовлетворяет неравенству

2σ−1Dσ ≥ C∗i t
κ
∗D

1

1− σ
+ C, κ = 1− θ, (2.2.5)

например, D = 2[(1− σ)−1C∗i t
κ
∗ ]
−1/(1−σ).
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Очевидно, что неизвестная функция v(t∗, ρ) = v(ρ) непрерывна на [0, R], причем

v(ρ0) = δ > 0 и существует ε(δ) > 0 такое, что v(ρ) > δ/2 при ρ0 ≤ ρ < ρ0 + ε.

Подставляя (2.2.4) в неравенство (2.2.3), получим

(D(ρ−ρ0)
1/(1−σ) +v)σ ≤ C1t

κ
∗(D

1

1− σ
(ρ−ρ0)

1/(1−σ) +vρ)+C(ρ−ρ0)
σ/(1−σ). (2.2.6)

Левую часть в (2.2.6) оценим снизу с помощью неравенства

aσ + bσ ≤ 21−σ(a+ b)σ, 0 < σ ≤ 1, (a, b) > 0.

Это, с учетом (2.2.5), приведет к следующему дифференциальному неравенству

для v(ρ)

vσ ≤ C∗i t
κ
∗vρ. (2.2.7)

При ρ < ρ0 + ε, v(ρ) > δ/2, неравенство (2.2.7) легко интегрируется и приводит к

оценке

v1−σ(ρ0) + (ρ− ρ0)(1− σ)2σ−1/C∗i t∗ ≤ v1−σ(ρ). (2.2.8)

Следовательно, во-первых, v(ρ) > v(ρ0) = δ и тем самым (2.2.8) справедливо

для любого ρ ∈ [ρ,R]. Во-вторых, из (2.2.3), (2.2.8) и свойств w получаем неравен-

ство

v1−σ(ρ0) ≤ v1−σ(R)− (1− σ)2σ−1 R

C∗i t
κ
∗
≤ C1−σ

0 − (1− σ)2σ−1R

C∗i t
κ
∗

= 0,

противоречащее сделанному ранее предположению, что

w(t∗, ρ0) = v(t∗, ρ0) = δ > 0.

Теорема доказана.

2.3 Конечное время стабилизации решения

Пусть в уравнении для s

∂s

∂t
=

∂

∂x

(
d(s)

∂s

∂x

)
+
∂f(s)

∂x
, (2.3.1)
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предполагается, что

0 < n < b, 2− n ≤ b < 2 + n, 0 ≤ s ≤M <∞,∣∣∣∂p0e(x)
∂x

∣∣∣ ≤ δ1 <∞, βφ

∣∣∣∂G0(x)
∂x

∣∣∣ ≤ δ2 <∞,

0 < βφ <
δ2

δ1+g(ρs+ρf (1+2M)) ,

0 < δ2 < (n− b+ 2)−1n−1β−1/αM 1−b(1 +M)b−n−2(mesΩ)(n−b)/4,

где β =
(

3
2

)α
, g = const ≥ 0, α = (1

r −
n−b+2

4 )(1
2 + 1

r)
−1, r ≥ 1.

(2.3.2)

и справедливы оценки

ν1s
n−b ≤ d(s) ≤ ν2s

n−b, |f(s)| ≤ ν3s
n,

ν1 = k
µβφ

(1 +M)b−n−2, ν2 = k
µβφ
,

ν3 = k
µ

(
g(ρs + (1 + 2M)ρf) + δ1 + δ2

βφ

)
.

(2.3.3)

Дополним уравнение (2.3.1) в области (x, t) ∈ Q = Ω × (0, T ) следующими

начально-краевыми условиями

s(x, 0) = s0(x), x ∈ Ω; s|∂Ω = 0, t ∈ (0, T ). (2.3.4)

Решение задачи (2.3.1) – (2.3.4) понимается в обобщенном смысле.

Определение 2.3.1. Неотрицательная ограниченная измеримая функция

s(x, t) (0 ≤ s(x, t) ≤ M) определенная в Ω × (0,∞) есть слабое решение зада-

чи (2.3.1) – (2.3.4), если для ∀T > 0 и любого открытого подмножества Ω1 ⊂ R1

выполняются следующие предположения

s ∈ L∞(0, T,W 1
2 (Ω)),

∂

∂x

(
sn−b+1

)
∈ L2[(0, T )× Ω1],

lim
t→0

∫
Ω1

sdx =

∫
Ω1

s0dx
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и для ∀ϕ(x, t) ∈
o

C∞((0, T )× Ω1)

∞∫
0

∫
Ω

[
d(s)

∂s

∂x

∂ϕ

∂x
− ∂f(s)

∂x
ϕ

]
dx dt =

∞∫
0

∫
Ω

s
∂ϕ

∂t
dx dt+

∫
Ω

s(x, 0)ϕ(x, 0) dx.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.3.1. Пусть s – обобщенное решение задачи (2.3.1)–(2.3.4) и выпол-

нены условия (2.3.2) – (2.3.3). Тогда существует конечное время t0 такое, что

s(x, t) = 0, x ∈ Ω, t ≥ t0.

Доказательство. Для s(x, t) в силу (2.3.1), (2.3.4) аналогично [4, 57, 60] легко

устанавливается неравенство

1

2

d

dt

∫
Ω

s2dx+

∫
Ω

d(s)(
∂s

∂x
)2dx ≤

∫
Ω

f ′(s)
∂s

∂x
sdx.

Оценим правую часть, используя неравенство Гельдера и Юнга

∫
Ω

f ′(s)
∂s

∂x
sdx ≤

∫
Ω

d(s)(
∂s

∂x
)2dx

1/2∫
Ω

s2(f ′(s))2

d(s)
dx

1/2

≤

≤ 1

2

∫
Ω

d(s)(
∂s

∂x
)2dx+

1

2

∫
Ω

s2(f ′(s))2

d(s)
dx.

Таким образом, имеем

d

dt

∫
Ω

s2dx+

∫
Ω

d(s)(
∂s

∂x
)2dx ≤

∫
Ω

s2(f ′(s))2

d(s)
dx. (2.3.5)

Далее оценим правую часть (2.3.5)∫
Ω

s2(f ′(s))2

d(s)
dx ≤ C1

∫
Ω

s2dx ≤ C1(

∫
Ω

s2dx)
n−b+2

2 (

∫
Ω

s2dx)(b−n)/2 ≤

≤ C1(

∫
Ω

s2dx)
n−b+2

2 (M 2mesΩ)(b−n)/2 = C2(

∫
Ω

s2dx)
n−b+2

2 ,

где C1 = ν2
3n

2ν−1
1 Mn+b−2, C2 = C1M

b−n(mesΩ)(b−n)/2.
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Для оценки второго слагаемого из левой части (2.3.5) воспользуемся интерпо-

ляционным неравенством [21]

||u||q,Ω ≤ β||ux||αm,Ω||u||1−αr,Ω ,

u ∈
o

W
1

m, q ∈ [r,∞), α = (
1

r
− 1

q
)(1− 1

m
+

1

r
)−1,

β = (1 +
m− 1

m
r)α,m ≥ 1, r ≥ 1.

Так как r ≤ q, то

||u||q,Ω ≤ β||ux||αm,Ω||u||1−αq,Ω ,

и, следовательно,

||u||q,Ω ≤ β1/α||ux||m,Ω.

В качестве u возьмем s(n−b+2)/2 и, выбирая m = 2, получим

∫
Ω

s(n−b+2)q/2dx

1/q

≤ β1/α||∂s
(n−b+2)/2

∂x
||2,Ω.

Выберем q = 4
n−b+2 . Тогда∫

Ω

s2dx

(n−b+2)/4

≤ n− b+ 2

2
β1/α

∫
Ω

sn−b(
∂s

∂x
)2dx

1/2

,

и неравенство (2.3.5) представимо в виде

d

dt

∫
Ω

s2dx+ C3

∫
Ω

s2dx

n−b+2
2

≤ C2

∫
Ω

s2dx

(n−b+2)/2

,

где C3 = 4ν1
(n−b+2)2β2/α .

Таким образом имеем
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d

dt

∫
Ω

s2dx+ C4

∫
Ω

s2dx

n−b+2
2

≤ 0,

где C4 = C3 − C2 > 0 в силу (2.3.3) и свойств βφ.

Далее, полагая y(t) =

∫
Ω

s2dx, имеем

y′ + C4y
n−b+2

2 ≤ 0.

Интегрирование последнего от 0 до t приводит к неравенству

2

b− n
(y

b−n
2 (t)− y

b−n
2 (0)) + C4t ≤ 0.

из которого выводим

0 ≤ y ≤ (−b− n
2

C4t+ y(b−n)/2(0))2/(b−n).

Следовательно, при

t > t0 =
2

(b− n)C4
y(b−n)/2(0)

имеем y(t) = ||s||22,Ω ≡ 0.

Теорема доказана.



Глава 3

Примеры глобальной разрешимости задач

фильтрации несжимаемой жидкости в

вязкоупругой среде

3.1 Глобальная разрешимость автомодельной задачи

В данном разделе докажем существование и единственность автомодельного ре-

шения краевой задачи для уравнений (5)–(9) в случае для полного реологического

соотношения (7).

Условие ρs, ρf = const в системе (5)–(9) приводит к замкнутой системе уравне-

ний для φ,~vs, ~vf , ps, pf :

∂(1−φ)ρs
∂t + div((1− φ)ρs~vs) = 0,

∂(ρfφ)
∂t + div(ρfφ~vf) = 0,

φ(~vf − ~vs) = −kφ
n

µ
(∇pf + ρf~g),

∇ · ~vs = −φ
m

η
pe − φbβφ

dpe
dt
,

∇ptot = ρtot~g,

ptot = φpf + (1− φ)ps, pe = (1− φ)(ps − pf), ρtot = φρf + (1− φ)ρs.

В одномерном случае система выглядит следующим образом:

∂φ

∂t
+

∂

∂x
(φvf) = 0,

73
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∂(1− φ)

∂t
+
∂

∂t
(vs(1− φ)) = 0,

φ(vf − vs) = −k
µ
φn(

∂pf
∂x
− ρfg),

∂vs
∂x

= −φ
m

η
pe − φbβφ(

∂pe
∂t

+ vs
∂pe
∂x

),

∂ptot
∂x

= −ρtotg.

Перейдем в этой системе уравнений к безразмерным переменным

t′ =
t

t1
, x′ =

x

x1
, v′f =

vf
v1
, v′s =

vs
v1
, g′ =

g

g1
,

p′f =
pf
p1
, ρ′f =

ρf
ρ
, ρ′s =

ρs
ρ
, p′tot =

ptot
p1

=
φpf + (1− φ)ps

p1
.

Система уравнений принимает следующую форму (штрихи опускаются)

1

t1

∂φ

∂t
+
v1

x1

∂

∂x
(vfφ) = 0,

1

t1

∂(1− φ)

∂t
+
v1

x1

∂

∂x
(vs(1− φ))) = 0,

φv1(vf − vs) = −k
µ
φn(

p1

x1

∂pf
∂x
− g1ρρfg),

v1

x1

∂vs
∂x

= −φ
m

η
p1(ptot − pf)− φbβφ(

p1

t1

∂(ptot − pf)
∂t

+
v1p1

x1
vs
∂(ptot − pf)

∂x
)),

p1

x1

∂ptot
∂x

= −g1ρ(φρf + (1− φ)ρs)g.

Положим x1
v1

= t1, g1ρ = p1
x1
, βφ = t1

η . Тогда система примет следующий вид:

∂φ

∂t
+

∂

∂x
(vfφ) = 0, (3.1.1)

∂(1− φ)

∂t
+

∂

∂x
(vs(1− φ)) = 0, (3.1.2)
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φ(vf − vs) = −φnα(
∂pf
∂x
− ρfg), (3.1.3)

λ
∂vs
∂x

= −φm(ptot − pf)− φb(
∂(ptot − pf)

∂t
+ vs

∂(ptot − pf)
∂x

), (3.1.4)

∂ptot
∂x

= −(φρf + (1− φ)ρs)g. (3.1.5)

Здесь α = kg1ρ
µv1

и λ = 1
p1βφ

.

Для системы (3.1.1)–(3.1.5) рассматривается автомодельное решение типа "бе-

гущей волны". Полагая, что все искомые функции зависят лишь от переменной

ξ = x− ct (c – постоянный параметр), приходим к следующей системе уравнений:

d

dξ
((−c+ vf)φ) = 0, (3.1.6)

d

dξ
((1− φ)(vs − c)) = 0, (3.1.7)

φ(vf − vs) = −αφn(dpf
dξ
− ρfg), (3.1.8)

λ
dvs
dξ

= −φm(ptot − pf)− φb(vs − c)
d(ptot − pf)

dξ
, (3.1.9)

dptot
dξ

= −(φρf + (1− φ)ρs)g. (3.1.10)

Система рассматривается при ξ > 0 и дополняется граничными условиями:

vs(0) = v0
s , vf(0) = v0

f , φ(0) = φ0, lim
ξ→∞

vs(ξ) = u+;

lim
ξ→∞

vf(ξ) = u+, lim
ξ→∞

φ(ξ) = φ+;
(3.1.11)

где v0
s , v0

f , φ
0, φ+ - заданные постоянные,удовлетворяющие условиям φ0 6= φ+,v0

s 6=
v0
f .

Определение 3.1.1. Классическим автомодельным решением задачи (3.1.6)–

(3.1.11) называется совокупность функции (φ(ξ), vi(ξ), pi(ξ)), i = s, f , если они

обладают непрерывными производными, входящими в уравнения (3.1.6)–(3.1.10),

удовлетворяют этим уравнениям и граничным условиям (3.1.11) как непрерыв-

ные в Q̄T функции.
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Сформулируем основной результат настоящего параграфа.

Теорема 3.1.1. Пусть выполнены следующие условия: g = 0, φ0 > φ+,

(φ0, φ+) ∈ (0, 1), Тогда существует единственное классическое автомодельное

решение (φ(ξ), vi(ξ), pi(ξ)), i = s, f задачи (3.1.6)–(3.1.11).

В дальнейшем предполагаются выполненными следующие условия на данные

задачи:

φ+ 6= φ0 (φ+, φ0) ∈ (0, 1).

Доказательство существования решения проводится на основе теоремы Шаудера

[5] и использует стандартные вспомогательные построения.

Из (3.1.6)–(3.1.7) получаем φ(vf−c) = A1, (1−φ)(vs−c) = A2, A1, A2 = const,

и, следовательно, vf = c + A1

φ , vs = c + A2

1−φ . Тем самым приходим к следующей

системе уравнений для неизвестных постоянных A1, A2, u
+, c:

v0
f = c+

A1

φ0
, v0

s = c+
A2

1− φ0
,

u+ = c+
A1

φ+
, u+ = c+

A2

1− φ+
.

Решение последней дается формулами

c =
φ+(1− φ0)v0

s − φ0(1− φ+)v0
f

φ+ − φ0
, u+ = v0

fφ
0 + (1− φ0)v0

s ,

A2 =
(1− φ+)φ0(1− φ0)(v0

f − v0
s)

φ+ − φ0
, A1 =

φ+

1− φ+
A2.

Далее из уравнения (3.1.8) выразим dpf
dξ с учетом найденных представлений для

скоростей обеих фаз:

dpf
dξ

= ρfg −
1

α
φ1−n(

A1

φ
− A2

1− φ
).

Подставляя представление для vs в уравнение (3.1.9), домножая полученное

уравнение на φ−m и дифференцируя по ξ, получим

A2λ
d

dξ
(

1

φm
d

dξ
(

1

1− φ
)) = − d

dξ
(ptot − pf)−

d

dξ
(φb−m(

A2

1− φ
)
d

dξ
(ptot − pf)).
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Подставим в последнее уравнение представления для производных pf и ptot:

d

dξ

(
φ−m

d

dξ
(1− φ)−1

)
+

1

λα

d

dξ

(
φb−m−n(1− φ)−1(A1 − A2

φ

1− φ
)

)
+

+
1

αλA2
φ−n(A1 − A2

φ

1− φ
) = 0.

Положим s = φ
1−φ , тогда φ = s

1+s , 1 − φ = 1
1+s , и уравнение для s примет

вид
d

dξ

(
s−m(1 + s)m

ds

dξ

)
+

1

αλ

d

dξ

(
sb−m−n(1 + s)n+m−b+1(A1 − A2s)

)
−

− 1

αλ
s−n(1 + s)n(s− A1

A2
) = 0.

Уравнение для функции s дополняется соответствующими условиями для φ:

s(0) =
φ0

1− φ0
, lim
ξ→∞

s(ξ) =
φ+

1− φ+
= s+.

Полагая

u(s(ξ)) =

∫ s(ξ)

s+
a(τ)dτ =

∫ s(ξ)

s+

(
1 + τ

τ

)m
dτ,

приходим к задаче

u′′ + b(u)u′ − d(u)u = 0, u(0) =

s0∫
s+

a(τ)dτ ≡ u0, u(∞) = 0, (3.1.12)

где

b(u) =
1

αλ

(
s(u)

1 + s(u)

)m(
l

(
s(u)

1 + s(u)

)l−1

(A1 − A2s(u))+

+

(
s(u)

1 + s(u)

)l
(1− l)(A1 − A2s(u))− A2(1 + s(u))

(
s(u)

1 + s(u)

)l)
,

d(u) =
1

αλu
s−n(u)(1 + s(u))n(s(u)− A1

A2
), l = b−m− n.

В дальнейшем считаем s+ < s0 (случай s+ > s0 рассматривается аналогично).

На отрезке [0, n] рассмотрим вспомогательную задачу для v(ξ) =

s(ξ)∫
s+

a(τ)dτ :

v′′ + b(v)v′ − d(v)v = 0, v(0) = u0, v(n) = 0. (3.1.13)



– 78 –

Решения последней в силу принципа максимума [21] удовлетворяют неравен-

ствам u0 ≥ v(ξ) ≥ 0 для всех ξ ∈ [0, n]. Поэтому функции b(v) и d(v) являются

строго положительными и ограниченными.

Производная решения задачи (3.1.13) в точке ξ = n неположительна, посколь-

ку предположение v′(n) > 0, ввиду граничного условия v(n) = 0, приводит к

противоречию с неотрицательностью v(ξ). Представив уравнение (3.1.13) в виде

ψ′ = vd(v) ≥ 0, ψ = v′ +

v∫
0

b(τ)dτ, (3.1.14)

выводим, что монотонно возрастающая функция ψ(ξ) является неположительной.

Поэтому v′(ξ) ≤ 0 для всех ξ ∈ [0, n].

Из (3.1.14) следует v′ + α∗v ≤ 0, где α∗ – минимальное значение функции b(v).

Отсюда получаем

v(ξ) ≤ v0 exp(−α∗ξ). (3.1.15)

Уравнение (3.1.13) представим в виде

(v′ +

v∫
0

b(τ)dτ)′ − vd(v) = 0

и проинтегрируем по ξ от 0 до текущего значения ξ:

v′(ξ)− v′(0) =

vo∫
v(ξ)

b(τ)dτ +

ξ∫
0

τd(τ)dτ ≡ ϕ(ξ) ≥ 0.

Имеем |v′(0)| − ϕ(ξ) ≤ −v′(ξ). Интегрируя последнее неравенство по ξ от 0 до n,

получим

|v′(0)| ≤ 1

n

 n∫
0

ϕ(τ)dτ + v0

 ≡ N <∞.

Поскольку ψ(0) ≤ ψ(ξ) ≤ ψ(n), то имеем

v′(0) +

vo∫
0

b(τ)dτ ≤ v′(ξ) +

v(ξ)∫
0

b(τ)dτ.
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Учитывая, что
v0∫

0

b(τ)dτ ≥
v(ξ)∫
0

b(τ)dτ , получим:

|v′(ξ)|+
v(ξ)∫
v0

b(τ)dτ ≤ |v′(0)|.

Отсюда следует, что для всех ξ ∈ [0, n]

|v′(ξ)| ≤ |v′(0)| ≤ N. (3.1.16)

Пусть y ≡ |v′(ξ)|. Уравнение (3.1.13) представим в виде

y′ + b(v)y + d(v)v = 0.

В частности имеем неравенство y′ + α∗y ≤ 0. Отсюда следует, что

|v′(ξ)| ≤ N exp(−α∗ξ). (3.1.17)

Представим решение задачи (3.1.13) в виде

v(ξ) = v0 −
ξ∫

0

(|v′(0)| − ϕ(τ))dτ ≡ T (v), (3.1.18)

где значение v′(0) определяется из соотношения
n∫

0

(|v′(0)|+ ϕ(ξ))dξ = v0.

В пространстве непрерывных функций C[0, n] рассмотрим замкнутое, ограни-

ченное, выпуклое множествоM = {v(ξ)| 0 ≤ v(ξ) ≤ u0, ξ ∈ [0, n]}. Оператор T

определен на множестве M , и в силу принципа максимума имеет место вложение

T (M) ⊂M .

Проверим непрерывность оператора Т. Возьмем произвольную непрерывную

функцию ṽ(ξ), такую, что ṽ(0) = v0, ṽ(n) = 0. Подставляя ṽ(ξ) вместо v(ξ) в

(3.1.18), получим T (ṽ).
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Пусть последовательность непрерывных функций ṽi(ξ), таких, что ṽi(0) = v0,

ṽi(n) = 0, равномерно сходится к ṽ(ξ) в пространстве C[0, n]:

|ṽi(ξ)− ṽ(ξ)| −→ 0, i→∞ ∀ξ ∈ [0, n].

Рассмотрим последовательность функций vi(ξ) = T (ṽi). Положим

f(ξ, v) =

ξ∫
0

d(v(τ))v(τ)dτ, h(ξ, v) =

v(ξ)∫
v0

b(v(τ))dτ.

Тогда

|ṽi(ξ)− ṽ(ξ)| ≤
ξ∫

0

|f(σ, ṽ)− f(σ, ṽi)|dσ +

ξ∫
0

|h(σ, ṽi)− h(σ, ṽ)|dσ,

|f(σ, ṽ)− f(σ, ṽi)| = |
ξ∫

0

[d(ṽ(τ))ṽ(τ)− d(ṽi(τ))ṽi(τ)]dτ | ≤

≤
ξ∫

0

[|ṽ(τ)||d(ṽ(τ))− d(ṽi(τ))|+ |d(ṽi(τ))||ṽ(τ)− ṽi(τ)|]dτ,

|h(σ, ṽi)− h(σ, ṽ)| = |
ṽi(ξ)∫
v0

b(ṽi(τ))dτ −
ṽ(ξ)∫
v0

b(ṽ(τ))dτ | =

= | −
v0∫

ṽi(ξ)

[b(ṽ(τ))− b(ṽi(τ))]dτ −
ṽ(ξ)∫

ṽi(ξ)

b(ṽ(τ))dτ |.

Поскольку d(v), b(v) – непрерывные функции, а последовательность ṽi(ξ) рав-

номерно сходится к ṽ(ξ), то получаем, что

|f(σ, ṽ)− f(σ, ṽi)| −→ 0, i→∞,

|h(σ, ṽi)− h(σ, ṽ)| −→ 0, i→∞ ∀σ ∈ [0, ξ].

Поэтому

|ṽi(ξ)− ṽ(ξ)| −→ 0, i→∞ ∀ξ ∈ [0, n].
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Следовательно, оператор T непрерывен. Из оценок (3.1.15)–(3.1.17) вытекает, что

T является вполне непрерывным. По теореме Шаудера на множестве M зада-

ча (3.1.13) имеет по крайней мере одно решение. Это решение единственно, если

(vd(v))′v > 0. Действительно, пусть f(ξ) – достаточно гладкая функция, опреде-

ленная на интервале [0, n] и равная нулю при ξ = 0 и ξ = n. Умножим обе части

уравнения (3.1.13) на f(ξ) и проинтегрируем полученное равенство по ξ от нуля

до n, проводя однократное интегрирование по частям. В результате приходим к

следующему интегральному равенству:
n∫

0

v′(ξ)f ′ + f ′
v∫

0

b(z)dz + fvd(v)

 dξ = 0. (3.1.19)

Пусть v1 и v2 – два различных решения задачи (3.1.13). Положим U = v1 − v2,

U(0) = U(n) = 0. Из (3.1.19) после интегрирования по частям выводим
n∫

0

U [(f ′)′ −B1(ξ)f
′ −B2(ξ)f ]dξ = 0,

где

B1(ξ) = U−1

v2∫
v1

b(z)dz, B2(ξ) = U−1(v1d(v1)− v2d(v2)) > 0.

Определим f(ξ) как решение следующей линейной задачи:

(f ′)′ −B1(ξ)f
′ −B2(ξ)f = h(ξ), f(0) = f(n) = 0,

где h(ξ) – произвольная непрерывная функция. Согласно [43] данная задача раз-

решима при любой непрерывной правой части. Поэтому U = 0.

Решение задачи (3.1.12) на бесконечном интервале получим как предел после-

довательности {vn(ξ)} решений задачи (3.1.13) при n → ∞, используя независя-

щие от n оценки (3.1.15)–(3.1.17). В силу единственности решений задач (3.1.13)

ограниченная последовательность {vn(ξ)} монотонно возрастает и, следовательно,

сходится к некоторой функции u(ξ). Осуществляя предельные переходы в равен-

ствах (3.1.18), записанных для {un(ξ)}, получим аналогичное равенство для пре-

дельной функции. Последнее означает, что u(ξ) является классическим решением
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задачи (3.1.12). Асимптотическое поведение решения определяется неравенствами

(3.1.15), (3.1.17).

Сформулируем достаточные условия единственности решения задачи (3.1.12) в

терминах краевых данных задачи для функции s. Условие (vd(v))′v > 0 эквива-

лентно следующему:

(vd(v))′v =
1

αλ
sm−n(1 + s)n−1−m(n(s− s+) + (1 + s)((1− n) + ns−1s+)) > 0.

Это неравенство справедливо при

s2 + s(1− n) + ns+ > 0. (3.1.20)

Чтобы неравенство (3.1.20) было выполнено, достаточно потребовать выполне-

ния условий на граничные данные. Если 0 < n ≤ 1, то решение единственно для

любого s+ ≤ s ≤ s0. Если n > 1, то с учетом того, что s+ ≤ s ≤ s0, имеем

s2 + s(1− n) + ns+ ≥ (s+)2 − s0(n− 1) + ns+ > 0,

при s0 < (s+)2+ns+

n−1 .

Таким образом, теорема доказана.

3.2 Фильтрация вязкой жидкости в тонком вязкоупругом слое

В области Ω = (x, z) = [0, L]× [0, H] рассматривается следующая система уравне-

ний составного типа
∂(1−φ)
∂t + div((1− φ)~vs) = 0,

∂φ
∂t + div(φ~vf) = 0,

(3.2.1)

φ(~vf − ~vs) = −K(φ)(∇pf + ρf~g), (3.2.2)

div~vs = −a1(φ)pe − a2(φ)
dpe
dt
, (3.2.3)

ρ~g + div

(
(1− φ)η

(
∂~vs
∂~x

+

(
∂~vs
∂~x

)∗))
−∇ptot = 0, (3.2.4)

ptot = φpf + (1− φ)ps,

pe = (1− φ)(ps − pf), ρtot = φρf + (1− φ)ρs.

(3.2.5)
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3.2.1 Введение малого параметра

Проведем обезразмеривание уравнений (3.2.1)–(3.2.5). Пусть x̄, z̄, t̄ – безразмерные

переменные, определенные равенствами

x̄ =
x

L
, z̄ =

z

H
, t̄ = εkτ0t, ε =

H

L
� 1,

где [L] = [H] = [м], [τ0] = [1/с]; k – фиксированный параметр [59].

Положим:

pf(t, x, z) = αp̄f(t̄, x̄, z̄) = αp̄f(ε
kτ0t,

x

L
,
z

H
),

ps(t, x, z) = αp̄s(t̄, x̄, z̄) = αp̄s(ε
kτ0t,

x

L
,
z

H
),

vis(t, x, z) = βiv̄is(t̄, x̄, z̄) = βiv̄is(ε
kτ0t,

x

L
,
z

H
), i = 1, 2,

vif(t, x, z) = βiv̄if(t̄, x̄, z̄) = βiv̄if(ε
kτ0t,

x

L
,
z

H
), i = 1, 2,

ptot(t, x, z) = αp̄tot(t̄, x̄, z̄),

ρfg =
α

H
ρ̄f ḡ, ρsg =

α

H
ρ̄sḡ, ρg =

α

H
ρ̄ḡ,

K(φ) = k0K̄(φ), a1(φ) = a1ā1(φ), a2(φ) = a2ā2(φ).

Здесь [βi] =[м/с], [α] =[Па], [k0] = [ м2

Па·c ], [a1] = [ 1
Па·c ], [a2] = [1/Па].

Система (3.2.1)–(3.2.5) в скалярной форме преобразуется к виду

εkτ0
∂(1−φ)
∂t̄ + β1

L
∂v̄1s(1−φ)

∂x̄ + β2

H
∂v̄2s(1−φ)

∂z̄ = 0,

εkτ0
∂φ
∂t̄ + β1

L

∂v̄1fφ

∂x̄ + β2

H

∂v̄2fφ

∂z̄ = 0,

(3.2.6)

φ(β1v̄1
f − β1v̄1

s) = −k0K̄(φ)αL
∂p̄f
∂x̄ ,

φ(β2v̄2
f − β2v̄2

s) = −k0K̄(φ)
(
α
H
∂p̄f
∂z̄ −

α
H ρ̄f ḡ

)
,

(3.2.7)

1

1− φ

(
εkτ0

∂φ

∂t̄
+ β1v̄1

s

1

L

∂φ

∂x̄
+ β2v̄2

s

1

H

∂φ

∂z̄

)
=

= −a1ā1(φ)α(p̄tot − p̄f)− a2ā2(φ)(εkτoα
∂(p̄tot − p̄f)

∂t̄
+

+β1v̄1
s

α

L

∂(p̄tot − p̄f)
∂x̄

+ β2v̄2
s

α

H

∂(p̄tot − p̄f)
∂z̄

), (3.2.8)
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2
β1

L2

∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂x̄

)
+
β1

H2

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
+

+
β2

HL

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂x̄

)
=

α

Lη

∂ptot
∂x̄

, (3.2.9)

− α

Hη
ρ̄ḡ +

β2

L2

∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂x̄

)
+ 2

β2

H2

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂z̄

)
+

+
β1

HL

∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
=

α

Hη

∂p̄tot
∂z̄

. (3.2.10)

Положим

β1 = εkτ0L, β2 = εkτ0H.

Тогда системе (3.2.6)–(3.2.10) можно придать вид

∂(1−φ)
∂t̄ + div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ
∂t̄ + div(φv̄f) = 0,

(3.2.11)

εkτ0L
2

k0α
φ(v̄1

f − v̄1
s) = −K̄(φ)

∂p̄f
∂x̄ ,

εk+2τ0L
2

k0α
φ(v̄2

f − v̄2
s) = −K̄(φ)

(
∂p̄f
∂z̄ − ρ̄f ḡ

)
,

(3.2.12)

εkτ0

a1α(1− φ)

dφ

dt̄
= −ā1(φ)(p̄tot − p̄f)−

εkτ0a
2

a1
ā2(φ)

d(p̄tot − p̄f)
dt̄

, (3.2.13)

2εk
∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂x̄

)
+ εk−2 ∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
+

+εk
∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂x̄

)
=

α

ητ0

∂ptot
∂x̄

, (3.2.14)

τ0η
α (εk+2 ∂

∂x̄

(
(1− φ)∂v̄

2
s

∂x̄

)
+ 2εk ∂∂z̄

(
(1− φ)∂v̄

2
s

∂z̄

)
+

+εk ∂
∂x̄

(
(1− φ)∂v̄

1
s

∂z̄

)
= ρ̄ḡ + ∂p̄tot

∂z̄ .

(3.2.15)

3.2.2 Предельный переход

В системе (3.2.11) – (3.2.15) коэффициенты τ0L
2

k0α
, ητ0

α ,
τ0
a1α ,

τ0a
2

a1 безразмерные.

Параметры η, τ0, L,K фиксированы. После предельного перехода по ε→ 0 в этой

системе в зависимости от параметра k получим различные варианты
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1. k = 0
∂(1−φ)
∂t̄ + div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ
∂t̄ + div(φv̄f) = 0,

τ0L
2

k0α
φ(v̄1

f − v̄1
s) = −K̄(φ)

∂p̄f
∂x̄ ,

∂p̄f
∂z̄ = ρ̄f ḡ,

τ0

a1α(1− φ)

dφ

dt̄
= −ā1(φ)(p̄tot − p̄f)−

a2τ0

a1
ā2(φ)

d(p̄tot − p̄f)
dt

,

∂

∂z

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= 0,

2
∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂z̄

)
+

∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
=

=
α

τ0η
(ρ̄ḡ +

∂p̄tot
∂z̄

).

2. k = 2

∂(1−φ)
∂t̄ + div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ
∂t̄ + div(φv̄f) = 0,

∂p̄f
∂x̄

= 0,
∂p̄f
∂z̄

= ρ̄f ḡ,

p̄tot = p̄f ,

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
=

α

ητ0

∂p̄tot
∂x̄

,

ρ̄ḡ = −∂p̄tot
∂z̄

.

3. 0 < k < 2
∂(1−φ)
∂t̄ + div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ
∂t̄ + div(φv̄f) = 0,

∂p̄f
∂x̄

= 0,
∂p̄f
∂z̄

= ρ̄f ḡ, p̄tot = p̄f
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∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= 0,

ρ̄ḡ = −∂p̄tot
∂z̄

.

4. k > 2

∂(1−φ)
∂t̄ + div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ
∂t̄ + div(φv̄f) = 0,

∂p̄f
∂x̄

= 0,
∂p̄f
∂z̄

= ρ̄f ḡ, p̄tot = p̄f ,

∂ptot
∂x̄

= 0,

ρ̄ḡ = −∂p̄tot
∂z̄

.

5. −2 < k < 0
∂(1−φ)
∂t̄ + div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ
∂t̄ + div(φv̄f) = 0,

v1
s = v1

f ,

∂p̄f
∂z̄

= ρ̄zḡ,

1

a2α(1− φ)

dφ

dt̄
= −ā2(φ)

d(p̄tot − p̄f)
dt̄

,

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= 0,

2 ∂
∂z̄

(
(1− φ)∂v̄

2
s

∂z̄

)
+ ∂

∂x̄

(
(1− φ)∂v̄

1
s

∂z̄

)
= 0.

6. k = −2
∂(1−φ)
∂t̄ + div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ
∂t̄ + div(φv̄f) = 0,

(3.2.16)

v̄1
s = v̄1

f , (3.2.17)

τ0L
2

k0α
φ(v̄2

f − v̄2
s) = −K̄(φ)(

∂p̄f
∂z̄
− ρ̄f ḡ), (3.2.18)
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1

a2α(1− φ)

dφ

dt̄
= −ā2(φ)

d(p̄tot − p̄f)
dt̄

, (3.2.19)

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= 0, (3.2.20)

2 ∂
∂z̄

(
(1− φ)∂v̄

2
s

∂z̄

)
+ ∂

∂x̄

(
(1− φ)∂v̄

1
s

∂z̄

)
= 0. (3.2.21)

7. k < −2
∂(1−φ)
∂t̄ + div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ
∂t̄ + div(φv̄f) = 0,

~vs = ~vf ,

1

1− φ
dφ

dt̄
= −a2αā2(φ)

d(p̄tot − p̄f)
dt̄

,

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= 0,

2 ∂
∂z̄

(
(1− φ)∂v̄

2
s

∂z̄

)
+ ∂

∂x̄

(
(1− φ)∂v̄

1
s

∂z̄

)
= 0.

3.2.3 Решение в квадратурах

Рассмотрим наиболее физичный случай 6, который описывает медленное течение

жидкости в пороупругой среде (далее черточки опускаются).

Уравнение (3.2.19) представим в виде

∂G(φ)

∂t
=
dptot
dt

,

где dG(φ)
dφ = 1

a2αa2(φ)(1−φ) .

Откуда получим уравнение для нахождения ps:
∂U

∂t
+ v1

s

∂U

∂x
+ v2

s

∂U

∂z
= 0,

где U = G(φ) + (1− φ)(pf − ps).
Это уравнение решается методом характеристик. Последние определяются как

решения задачи Коши

v1
s =

dx

dt
, v2

s =
dz

dt
, U |t=0= G(φ0) + (1− φ0)(p

0
f − p0

s).
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Для нахождения первых компонент скоростей дважды проинтегрируем уравне-

ние (3.2.20) по z и с учетом (3.2.17), получим

v1
s = v1

f = A(x, t)

z∫
0

1

1− φ
dτ +B(x, t), (3.2.22)

где функции A(x, t), B(x, t) определим после задания краевых условий.

Уравнение (3.2.21) после дифференцирования по z с учетом (3.2.22) примет вид

2
∂

∂z

(
(1− φ)

∂v2
s

∂z

)
+
∂A(x, t)

∂x
= 0.

Проинтегрируем последнее по z дважды, получим представление для v2
s через φ

и функции времени и координаты x, которые могут быть найдены после задания

краевых условий:

v2
s = −1/2

∂A(x, t)

∂x

z∫
0

τ

1− φ
dτ +D(x, t)

z∫
0

1

1− φ
dτ + C(x, t).

Складывая уравнения (3.2.16), получим

div(φ(~vf − ~vs) + ~vs) = 0.

С учетом уравнений (3.2.17)–(3.2.18) имеем

div~vs =
k0α

τ0L2

∂

∂z

(
K(φ)

(
∂pf
∂z
− ρfg

))
.

Подставляя в последнее уравнение представления для компонент скорости твер-

дой среды, получим

∂

∂x

A(x, t)

z∫
0

1

1− φ
dτ

+
∂B(x, t)

∂x
− 1/2

∂A(x, t)

∂x

z

1− φ
+

+D(x, t)
1

1− φ
=

k0α

τ0L2

∂

∂z

(
K(φ)

(
∂pf
∂z
− ρfg

))
.

Проинтегрируем это уравнение дважды по z, получим представление для pf

через φ и функции времени и координаты x, которые могут быть найдены после

задания краевых условий
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pf = ρfgz +
τ0L

2

k0α

z∫
0

1

K(φ)

 ζ∫
0

∂

∂x

A(x, t)

ξ∫
0

1

1− φ
dτ

 dξ+

+
1

2

∂A(x, t)

∂x

ζ∫
0

τ

1− φ
dτ +

∂B(x, t)

∂x
ζ +D(x, t)

ζ∫
0

1

1− φ
dτ+

+E(x, t)] dζ + F (x, t).

Возвращаемся в (3.2.18) и получаем представление для v2
f через φ

v2
f = −1

φ

 z∫
0

∂

∂x

A(x, t)

ξ∫
0

1

1− φ
dτ

 dξ − 1

2

∂A(x, t)

∂x

z∫
0

τ

1− φ
dτ+

+
∂B(x, t)

∂x
z +D(x, t)

z∫
0

1

1− φ
dτ + E(x, t)

− 1

2

∂A(x, t)

∂x

z∫
0

τ

1− φ
dτ+

+D(x, t)

z∫
0

1

1− φ
dτ + C(x, t).

Подставляя в (3.2.16) представления для компонент скорости твердой фазы,

получим уравнение для s = 1− φ

∂s

∂t
+

∂

∂x

sA(x, t)

z∫
0

s−1dτ + sB(x, t)

+

+
∂

∂z
(−s1

2

∂A(x, t)

∂x

z∫
0

τ

s
dτ + sD(x, t)

z∫
0

s−1dτ+

+sC(x, t)) = 0.

Как частный случай рассмотрим задачу для уравнений (3.2.16)–(3.2.21), допол-

ненных следующими начально-краевыми условиями:
∂v2s
∂z |z=0= 0, v2

s |z=H= C = const,

v1
s |z=H= B = const, ∂v1s

∂z |z=0= 0,

φ |t=0= φ0(x, t),
∂pf
∂z |z=H= 0,

pf |t=0= p0
f(x, z), ps |t=0= p0

s(x, z), pf |z=0= p0(x, t).

(3.2.23)
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Тогда, пользуясь краевыми условиями, из представлений для ~vs, ~vf , pf находим

неизвестные функции координаты x и времени t

A(x, t) = 0, B(x, t) = B = const, C(x, t) = C = const,

D(x, t) = 0, E(x, t) = −ρfgk0α

τ0L2
K(φ(x,H, t)), F (x, t) = p0.

Откуда

v1
s = v1

f = B, v2
s = C.

а уравнение для s перепишется в виде

∂s

∂t
+B

∂s

∂x
+ C

∂s

∂z
= 0.

Его решение есть

φ = φ0(x−Bt, z − Ct).

Тогда

v2
f =

ρfgk0α

τ0L2

K(φ0(x−Bt,H − Ct))
φ0(x−Bt, z − Ct)

+ C,

pf = p0 + ρfg(z −
z∫

0

K(φ0(x−Bt,H − Ct))
K(φ0(x−Bt, τ − Ct))

dτ),

Решение для ps в выглядит следующим образом

ps = pf − p0
f(x−Bt, z − Ct) + p0

s(x−Bt, z − Ct).

Таким образом, решение задачи (3.2.16)–(3.2.23) получено в квадратурах.

3.3 О движении воды в деформируемом льду

Лед рассматривается как вязкоупругая деформируемая пористая среда, в порах

которой движется сжимаемая вязкая жидкость (концентрацией воздуха и обменом

импульса фаз пренебрегаем).
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Для описания процесса используются уравнения сохранения массы для каждой

фазы (w – вода, i – лед) с учетом фазовых переходов

∂(1−φ)ρi
∂t + div((1− φ)ρi~vi) = Iwi,

∂(ρwφ)
∂t + div(ρwφ ~vw) = Iiw, (3.3.1)

закон Дарси для жидкой фазы, учитывающий движение льда

φ(~vw − ~vi) = −k(φ)

µ
(∇pw + ρw~g), (3.3.2)

и соотношение типа Максвелла для эффективного давления pe [54]

div~vi = −φ(αpe + β
dpe
dt

),
d

dt
=

∂

∂t
+ (~vi · ∇). (3.3.3)

Эффективное давление pe и давления в жидкой pw и твердой pi фазах связаны

соотношениями

ptot = φpw + (1− φ)pi, pe = (1− φ)(pi − pw). (3.3.4)

Уравнение баланса сил системы в целом имеет вид

∇ptot = ρtot~g + div((1− φ)η(
∂~vi
∂~x

+

(
∂~vi
∂~x

)∗
)), ρtot = φρw + (1− φ)ρi.

Уравнение сохранения энергии берется в виде

(ρwcwφ+ ρici(1− φ))
∂θ

∂t
+ (ρwcw~vf + ρici~vi)∇θ = div (λc∇θ) + ν

∂ρi(1− φ)

∂t
. (3.3.5)

Здесь ρw, ρi, ~vi, ~vw – соответственно истинные плотности и скорости фаз, φ –

пористость, k(φ) – проницаемость, µ – динамическая вязкость жидкости, α, β –

заданные параметры среды, ptot – общее давление, ρtot – общая плотность, Iwi –

интенсивность перехода массы из воды в лед в единице объема в единицу времени,

θ – температура среды (θi = θw = θ), ci = const > 0, cw = const > 0 – теплоемкость

льда и воды при постоянном объеме соответственно; ν = const > 0 – удельная

теплота плавления льда; λtot – теплопроводность среды в целом (λtot = atot+btotρ
2
tot,

ρtot = φρw + (1 − φ)ρi, atot = const > 0, btot = const > 0), ~g – вектор ускорения

силы тяжести.

Система (3.3.1)–(3.3.5) в автомодельных переменных (ξ = z−ct), в предположе-

нии, что скорость льда равна нулю (~vi = 0) и ρi, ρw = const, сводится к следующей

системе уравнений:
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c
d

dξ
(φρw + (1− φ)ρi) =

d

dξ
(φρwvw) (3.3.6)

φvw = −k(φ)

µ

(
dpw
dξ
− ρwg

)
, (3.3.7)

αpe = c
dpe
dξ
, (3.3.8)

dptot
dξ

= −ρtotg, (3.3.9)

−c(ρwcwφ+ ρici(1− φ))
dθ

dξ
+ ρwcwvw

dθ

dξ
=

d

dξ

(
λc
dθ

dξ

)
− cν dρi(1− φ)

dξ
. (3.3.10)

Уравнения дополняются следующими условиями

φ(0) = φ0, φ|ξ→−∞ = 0, vw(0) = v0 ≤ 0, pe|ξ=0 = p0
e. (3.3.11)

Интегрируя (3.3.6), получим

c(φρw + (1− φ)ρi)− φρwvw = A = const. (3.3.12)

Используя условия (3.3.11) из равенства (3.3.12) выводим представление для по-

стоянных c и A: c = v0ρw
ρw−ρi ≤ 0, A = cρi. После этого, возвращаясь в (3.3.12),

приходим к равенству φ(vw − v0) = 0, из которого следует, что vw = v0 при φ 6= 0.

Если же φ = 0, то будем считать vw = 0.

Из уравнения (3.3.8) получаем представление для pe:

pe = p0
e exp(

α

c
ξ).

Уравнения (3.3.7) и (3.3.9), представление для pe, а также предположение, что

k(φ) = k0φ
n, k0 = const > 0 и равенство pw = ptot − pe дают алгебраическое

уравнение для нахождения функции φ:

aφn + bφn−1 − 1 = 0,
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где

a =
k0g

µv0
(ρw − ρi), b =

k0

µv0
(p0
e

α

c
exp(

α

c
ξ) + g(ρw + ρi)).

Положим y = φa1/n, тогда уравнение перепишется в виде

yn + Cyn−1 − 1 = 0, C = ba(1−n)/n.

Поскольку C > 0, то уравнение имеет действительные решения и, в случае нало-

жения дополнительных ограничений на начальные данные задачи, выполняется

физический принцип максимума для функции пористости 0 < φ < 1. После на-

хождения φ найдем pw из уравнения (3.3.9), а затем θ из уравнения (3.3.10).



Заключение

Основные результаты, полученные в настоящей работе, можно сформулировать

следующим образом:

1. Для задачи о нестационарном изотермическом одномерном движении вязкой

сжимаемой жидкости в вязкой пористой среде доказана локальная по времени

однозначная разрешимость в пространствах Гельдера.

2. Доказана классическая разрешимость "в целом"для задачи о нестационарном

изотермическом одномерном движении вязкой несжимаемой жидкости в вязкой

пористой среде .

3. Изучены свойства решения задачи о движении вязкой несжимаемой жидкости

в упругой пористой среде. Установлено свойство конечного времени стабилизации

решения, а также свойство конечной скорости распространения возмущений.

4. Для задачи о движении вязкой несжимаемой жидкости в вязкоупругой по-

ристой среде доказано существование автомодельного решения.

5. На основе выделения малого параметра в двумерной задаче о движении

несжимаемой вязкой жидкости в вязкоупругой пористой среде построены решения

в квадратурах.
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