
 47 

кости 
nE  совпадает с заданной функцией  u . Гиперповерхность  Ф

, вообще говоря, может быть нерегулярной.  

Регулярность поверхности в трехмерном случае обеспечивается 

следующей теоремой [3, c. 20]. 

Теорема 2. Пусть F  – незамкнутая поверхность в трехмерном ев-

клидовом пространстве, заданная опорной функцией   4p n C , опре-

деляемой в некоторой области   единичной сферы 
2S  и пусть  n  

сумма главных радиусов кривизны поверхности F  в точке с нормалью 

n . Тогда если в   выполняются условия: 2 , 0, 0ssC       , где 

ss – вторая производная  по длине дуги любой геодезической на 

сфере 
2S , то поверхность F  регулярна. 
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Псевдосфера (поверхность Бельтрами) это поверхность постоянной 

отрицательной кривизны, образована вращением трактрисы около еѐ 

асимптоты. 

Уравнения псевдосферы имеют вид [1, с. 104] 

( , ) ( sin( )cos( ), sin( )sin( ),

(ln ( / 2) cos( ))).
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Гауссова кривизна псевдосферы постоянна и равна 
2

1

a
 , u  – угол 

между осью Oz  и касательной к меридиану, / 2u   – ребро псев-

досферы. 

Построим псевдосферу (рисунок 1), где  

4,a  [ / 24, / 2], [0,2 ].u v     

 
Рисунок 1 – Псевдосфера 

 

Рассмотрим инверсию [2, c. 482]  
2
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относительно сферы радиуса m  с центром  0r . 

Центр инверсии поместим на ось псевдосферы. Положим, для 

определенности, 0 (0,0,0)r  . Построим инверсию псевдосферы (рису-

нок 2). 

 
Рисунок 2 – Инверсия псевдосферы 

 

Получаем «вывернутую псевдосферу». 
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Чтобы исследовать взаимоположения псевдосферы и ее инверсии, 

рассмотрим параметр m . 

Возможны три случая. 

Случай первый: m a . Положим 2m , построим псевдосферу 

(светлая) и еѐ инверсию (темная) (рисунок 3). 

 
Рисунок 3 – Псевдосфера и еѐ инверсия m a  

 

Случай второй: m a . Положим 4m , построим псевдосферу 

(светлая) и еѐ инверсию (темная) (рисунок 4). 

 

 
Рисунок 4 – Псевдосфера и еѐ инверсия  m a  

 

Случай третий: m a . Положим 5m  , построим псевдосферу 

(светлая) и еѐ инверсию (темная) (рисунок 5). 



 50 

 
Рисунок 5 – Псевдосфера и еѐ инверсия  m a  
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Рассмотрим тор Клиффорда в 
4E  

( , ) (cos( ),sin( ),cos( ),sin( ))u v u u v v   

и обмотку тора 

( ) (cos( ),sin( ),cos( ),sin( ))
2 2

u u
u u u  . 

Так как ( ) ( 4 )u u    , то вектор-функция 

1

1
( ) ( ( ) ( )),

2
s u u u    где 1( ) ( 2 )u u     

есть 2 -периодическая не равная нулю, а вектор-функция 

1

1
( ) ( ( ) ( ))

2
l u u u    есть 2 -антипериодическая. 

Имеем 

( ) (0,0,cos( ),sin( )), ( ) (cos( ),sin( ),0,0)
2 2

u u
s u u u l u  . 


