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1. Постановка задачи
Во многих прикладных задачах, учитывающих взаимодействие ле­

дового покрова и жидкости, возникает необходимость изучения сво­
бодных и вынужденных волновых колебаний жидкости. Поверхность 
жидкости может рассматриваться как классическая свободная поверх­
ность, инертная поверхность (ненулевая масса поверхности) или упру­
гая поверхность (ненулевые масса и жесткость поверхности). Исследо­
вания задач волнового движения жидкости, покрытой тонкой упругой 
пластиной, имеет практическое значение для природных (ледовый по­
кров) и искусственных (плавающие аэропорты) структур [1-4]. Основ­
ными искомыми характеристиками прогрессивных волн являются за­
висимость частоты волны от волнового числа и скорости распростра­
нения волн в пространстве.

Рассматривается безвихревое течение идеальной жидкости с 
плотностью pi в канале. Канал имеет прямоугольное сечение с 
шириной 2L, (—L < у  < L), и высотой Н, (—Н < z  < 0), вдоль оси х 
канал считается неограниченным, (х, у, z) -  декартова система 
координат. Жидкость в канале покрыта битым льдом. Потенциал 
скорости течения <р (х, у, z, t)  удовлетворяет уравнению Лапласа в 
области течения

Ay ( x , y , z , t )  = 0 (—<х < х  < <х, —L < у  < L, —Н < z  < 0) (9)

и условиям непротекания на стенках канала

cpz = 0 ( z =  —Н), cpy = 0 (у = +L). (10)

В общем случае, вертикальное отклонение поверхности жидкости 
w(x , z , t )  удовлетворяет следующим линеаризованным 
кинематическому и динамическому условиям [5]

d~£ = dfz  (z  = 0), DA2u  + QAu + P i ^ + g p i U  = 0  ( z =  0), ( 1 1 )

где D = Ehf / [12(1 — v 2)] -  жесткость пластины; M = p h i  -  единица
д2 д2

массы на единицу площади; А2 = ^  + ^ 2 ' 9  -  ускорение свободного 
падения; Е -  модуль Юнга; Q -  поперечное напряжение, (сжатие при
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Q > 0 , растяжение при Q < 0 ), и v,p i,h i являются коэффициентами 
Пуассона, плотности и толщины упругой пластины соответственно.

Решение задачи (1)-(3) будем искать в виде распространяющихся 
волн [3, 6 ]

w ( x , y , t ) = Re(AF(y)el(kx-wt)J

y ( x , y , z , t )  = —И е{ш А Ф (у,г)е1(кх-ш^}, (12)

где А -  амплитуда волны; к -  волновое число; ш(к)  -  частота волны; 
F(y)  -  профиль колебаний поверхности; Ф (у,г) -  комплекснозначный 
потенциал, удовлетворяющий уравнению Гельмгольца в сечении 
канала.

Подставляя (4) в систему (1)-(3), получим систему уравнений для 
определения ш(к),  F(y)  и Ф (у,г)

- u 2MF(y)  = ш2р 1 Ф(у,  0) -  PigF(y), (13)
АФ (у,г) = к 2Ф (у,г) '(—L < y < L , —H < z < 0 ) ,  (14)

F(y)  = Ф2 (z = 0), Ф2 = 0 (z = -Н) ,  Фу = 0 (у = ±L).  (15)

Для исследования вынужденных колебаний, в динамическое 
условие (3) необходимо добавить слагаемое, связанное с внешней 
нагрузкой, затем вместо рассмотрения частных решений в виде (4) 
нужно использовать методы интегральных преобразований для 
системы (1)-(3) [3].

2. Алгоритм решения
Функцию F(y)  будем искать в виде разложения на функции 

колебаний поверхности жидкости поперек канала
Р (У) = En=i anfn(y ) ,  (16)

где ап -  коэффициенты разложения, f n(y) является решением 
следующей краевой задачи

fn,yy(y') ^'nfn(y') , fn,y 0  ±L).
Функцию Ф (у,г)  будем искать из уравнения (6 ) методом 

разделения переменных. Пусть Ф = Y (y)Z(z),  тогда для Y имеем 
Yy y + ^ Y  = 0, Yy = 0 ( у =  ±L).

Откуда получим представление для Y (у)
Уп (У) = cncos(4 K y) + SnSin(4 K y ) ,

где Yn определяется из краевых условий Yy (±L) = 0. Заметим, что 
решением для Yn могут быть четные или нечетные функции. 
Рассмотрим случай четности Yn(y). В этом случае для Yn(y) и f n(y) 
получим следующие формулы



----  /ПП\2
Уп(У) = CncosQ ц.ny ) , f n(y') = cos (Лny ) , ц.п = А гп = (— ) .

Для определения Z (z) получим следующую задачу
Zzz(z) + ( - ^ п -  k 2)Z(z)  = 0, Zz ( - H )  = 0,

откуда получим формулу для вычисления Z
Z = Bne 2 ^ n+k2He ^ n+k2z + Bne - ^ n+k2z.

Подставляя полученные формулы для Yn и Zn в уравнение для 
Ф (у,г), получим

Ф(У ,г) = ^  Dnc o s (J jI ^ y ) e ^ n+k2Hcosh ( j n n + к 2(Н + z ) ),
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Привлекая кинематическое условие (7), и находя константу Dn , 
после простых преобразований в итоге получим представление для Ф

cos(/^y)cosh(^ pn+k2(H+z)]
а„ ■ (17)

Последовательно подставляя (8 ) и (9) в уравнение (5), домножая на 
c o s Q j^ y )  и интегрируя по у  от —L до L, выводим зависимость для 
ш(к)

шп (к) =
N

pt g M j n n + к 2

М ^ ц п + к 2 + piC oth(^nn + к 2Н)
Заметим из последней формулы, что для зависимости между вол­

новым числом и частотой волны будет счетное число соотношений, 
соответствующих разным профилям колебаний поперек канала. Это 
верно как для четных, рассмотренных в данной статье, колебаний, так 
и для нечетных.
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