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УДК 519.6

О решении одномерных сеточных уравнений несжимаемой  
жидкости с краевыми условиями по формуле Вудса

Ш.А. Уальжанова, С.Ф. Аменова
ВКГУ им.С. Аманжолова, г. Усть-Каменогорск

Одно из направлений численного исследования двумерных течений 
несжимаемой жидкости основывается на решении уравнений Навье- 
Стокса, записанные в переменных «функция тока, вихрь скорости» с 
применением различных способов задания граничных условий для 
вихря скорости [1-7]. Наряду с популярной формулой Тома [1-6] для 
вихря скорости с успехом используется формула Вудса [14], который 
имеет второй порядок точности. В работе [4] исследовалась коррект­
ность разностных начально-краевых задач для уравнения Стокса при 
использовании для вычисления граничных условий формул первого и 
второго порядка аппроксимации (Тома и Вудса).

В работе [5] исследуется устойчивость неявных разностных схем 
для двумерных уравнений, записанные для переменных «функция то­
ка-вихрь скорости». В настоящей исследовательской работе рассмат­
ривается одномерная разностная задача, получены оценки скорости 
сходимости одномерных итерационных алгоритмов, результаты кото­
рой, используются в дальнейших наших исследованиях двумерных 
задач для несжимаемой жидкости.
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Постановка задачи. В области D  = {0 < x < 1} рассмотрим систе­
му стационарных уравнений для несжимаемой жидкости следующего 
вида

а хх = /  (Х) , ( 1 )

Ахх = а  , 0  < x < 1 , (2 )
дА  nс краевыми условиями а  = ^ ^  = 0 , при
дх

х  = 0 ,1 . (3)
Для аппроксимации уравнений (1-2) в сеточной области

D h = | х  = kh, к = 0, n |  рассмотрим одномерную разностную задачу

для несжимаемой жидкости следующего вида

(4)а хх,к = / к,

к = 1, N  - 1, (5)

А  =Wn = 0
с краевыми условиями для вихря скорости по формуле Вудса, 
который имеет второй порядок точности

1 3  1 3
а 0 + Т а 1 ^ W x , 0 , ® N  + ~ a N - l  = - j W - N

2  h 2  h ’ . (6 ) 
Устойчивость и сходимость разностной задачи. Соотношение (4) 

умножим на w  , просуммируем по внутренним узлам сетки.
Отсюда, можно получить следующую оценку устойчивости

Ы 1  < сЛ A b  d  )

Введем обозначения zt = а к -  а  , фк =wk - w . Здесь а к, а  -  реше­
ния разностной задачи (4)-(6), а , а  -  решения дифференциальной 
задачи (1)-(3), вычисленные в узлах сетки Dh.

Для численного решения (4)-(6) рассмотрим явный итерационный 
алгоритм вида

к к

(7)
л, , П+ 1 — S-J1+ 1
А хХ к  =  а к к = 1, N  - 1, (8 )

а 0+1 = ¥ N X = 0  , чА = А0(Щ  , к = 0 N , (9)

г
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1 3-̂.n+l . 1 „п+1 _ л+\
a N + 0 ®N-1 = , Ах N

2  h ’ . ( 1 0 )
Введем обозначения zV = а пк - а * , фП = a V - А  . Здесь ®V, AV -  

решения итерационной схемы (7)—(10), а к, а  -  решения разностной 
задачи (4)-(6).

Тогда для погрешности итерации имеем следующие соотношения
_п+1 _п

=  z^ ,
Т ( 1 1 )

фп+1 = zn+1 ---------
фххк к , к = 1, N  - 1, (12)

Ф0+1 =ФГ1 = 0, (13)
1  ̂ 1 ^П+1 . А п+1 / п+1 П+1 . А п+1 / п+1

z0 +Т z1 = 7 Фx,0, ZN + Т ZN- 1  = - T ^ N2  h 2  h x (14)

Соотношение (11) умножим на 2тфп+1 и просуммируем по узлам
сетки Dh. В результате можно получить следующее энергетическое
тождество:

г  II2 -  ||фп II2 + Н е 1 -  фп ||2 + 2 г (ф  -  ̂ ! N ) + 2т ф , ф:-+ )= 0 .
Далее, для разностной задачи (4)-(6) рассмотрим итерационный ал­

горитм следующего вида
, ,  п+1 п

= < * + / , ( 15)
.. п+1 ^п+1WnXk = , к  = 1, N  - 1 , (16)

А0п+1 = AN+ = 0, А  = А  (kh), к = 0, N , (17)
1 а^N + 1  . 1  _ ̂ N+ 1  _ 3  w ̂ п /104

^ ~ a 7V'-1 =  - ^ A X,N  (18)

Для погрешности итерации имеем следующие соотношения
п+ 1   п

—  -- = z n+1 , (19)
Т  х х ,к 7

1 .
хх,к к^ п-+1 =  z f 1, к  = 1, N  -1 ,  (2 0 )

1 3П+1 п+1 г\ _ п + 1  . 1 ^  п+1 ___ 3  ^  п
%  =  Wn  =  0 , z 0 +  0  z 1 =  j  Ф х , 0 ,

2  h
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г_n+1
N

3

h
2т .При выполнении условия 1 -----> 0

имеем

^ n+1 2 U r t V ,
+ -

где

q -

6

1

1 +

h2

^ n+1

< 1,

(2 1 )

(2 2 )

< 0 , n+1 < q

(23)

6
т.е. при выполнении условия (22) итерации алгоритма (15)-(18) сходится 
к решению (4)-(6) со скоростью геометрической прогрессии и

"0(s) ” o ( ) ta;
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