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М атем атические модели динам ики снеж ного покрова1 

П а п и н  А .А ., Ю ст  Е. С.
Алт ГУ, г. Барнаул

Снег рассматривается как пористая среда, твердый каркас которой составляют подвижные час­
тицы льда. В процессе таяния в пористой среде происходит совместное движение воды, воздуха и 
пара. Тающий снег является четырехфазной средой, состоящей из воды ( i = 1), воздуха ( i = 2 ), льда 
( i = 3) и пара ( i = 4). Учет сублимации связан с тем обстоятельством, что значительные объёмы снега 
испаряются и при отрицательных температурах, минуя жидкую фазу.

Уравнения неразрывности с учетом пористости принимают вид [1]

P  + V • (PiU )=  2  I j i , i = 1,2,3,4 Iji = - I i j , 2  Iji = 0.(1)
0t j =1 i,j=1

Здесь p i -  приведенная плотность, связанная с истинной плотностью p 0 и объемной концен­

трацией a i соотношением pi = a ip 0 (a i = фisi , i = 1,2,4,03  = 1 -ф ); ф -  пористость; t -  время; ui , si -  
скорости и насыщенности фаз (доля поры, занятой i -й фазой); I j  -  интенсивность перехода массы из

Я Я Я 

0x1 5 0x2 5 Яхэ
i -ой в j  -ю составляющую в единице объема в единицу времени; V= ——,—-— , т ~  , ( х ^ х 3) -

переменные Эйлера.
По определению, насыщенности меняются в пределах 0 < st < 1, и, более того,

s1 + s2 + s4 = 1 (2)
Вместо уравнений сохранения импульса в теории фильтрации используется обобщенный закон 

Дарси [2]: __

s $ (u i - u 3 ) =  - K 0 ~ 0 l +  p p i  =  1 ,2 ,4 , (3)
Ui  Ox

где м3 -  скорость твердого скелета (льда), K0 -  тензор фильтрации (функция пористости), ^  -  
относительные фазовые проницаемости, и  -  коэффициенты динамической вязкости, p i -  давления 
фаз, g -вектор ускорения силы тяжести.

В соответствии с законом Лапласа давления в фазах i и j  различаются на величину 
каппилярного скачка ( i < j  ) [3]

Pi -  Pj = Pci] = °ij J (si , sj  cos Yj  , (4)

где <yij  -  коэффициент поверхностного натяжения, yij  -  угол смачива-ния, J(si , s j ) -  функция 

Леверетта.
Уравнение сохранения энергии для тающего снега с учетом сублимации берется в виде [4]

1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ №16-08-00291 и государственного задания Министерства
№01201460959
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( X  Рг0 сга г) ̂  +( X  P?ci&iui )V в  = div(XcV в ) + УР  -  M ^ 4 , (5)
i=0 dt г=0 dt dt

где 0 -  температура среды ( в = вг, i = 1,2,3,4); сг = const > 0 -  тепло-емкость i -й фазы при постоянном 
давлении; v = const > 0 -  удельная теплота плавления льда; ц  = const > 0 -  удельная теплота испарения 
воды; Лс -  коэффициент теплопроводности снега.

Следуя [5, 6, 7], дополним систему (1)-(5) реологическим уравнением для пористости и условием 
равновесия «системы в целом»:

1 „ о /дчГ dPe
V " U3 ----Ё(ф) Pe -  Pt + U3 Vpe J’ (6)

VPtot = Ptotg, (7)
где pe = ptot - p f  -  эффективное давление, ptot = фр-f + (1 -ф)ps-  общее давление, p f  = s1 p1 + s2p2, ps -

соответственно давления жидкой и твердой фаз, ptot = (1-ф)р3° + ф(sl р]° + s2p2 ) -  общая плотность; EW 
и Pt (ф) -  коэффициенты объемной вязкости и объемной сжимаемости пористой среды есть заданные

функции (модельные зависимости: —1— = фт /v, pt (ф) = фьРф, где b = 1/2, n = 3, m е[0,2], ц, v, Рф, -
EW

положительные параметры пороупругой среды [6, 7]).
Обзор моделей снежно-ледового покрова можно найти в [8, 9, 10]. В [11] доказана 

разрешимость автомодельной задачи в случае неподвижного пористого скелета. В работе [12] учтена 
сублимация. Близкие по структуре модели рассматривались в [13, 14, 15].

Модель тающего льда. Лед рассматривается как деформируемая пористая среда, в порах 
которой движется сжимаемая жидкость.
Для описания процесса используются уравнения сохранения масс для воды и льда с учетом фазовых 
переходов, закон Дарси, реологическое соотношение для случая механического сжатия и 
соотношение для динамического эффективного давления в случае полного насыщения среды:

d(1 -  ф)Рг
dt

dPwф
dt

- + div((1 -  ф)p ivi) = I wi, (8)

+ div(Pw^vw ) = I iw, (9)

v(vw -  vi) = - к(ф)(vpw + Pwg), (10)
Ц

1 Иф =_фр ̂ d  = A  + (v* .V), (11)
1 -  ф dt dt dt d t
pe = ptot -  pw , (12)

Здесь р ,, pw, v , vW -  соответственно истинные плотности и скорости фильтрации льда и воды, /  -  ин­
тенсивность перехода массы изо льда в воду в единице объема в единицу времени, ф -  пористость, к
-  проницаемость, ц  -  динамическая вязкость, р  -  заданный параметр среды, pi , pW -  давление льда и 
воды, p e -  эффективное давление, ptot = p w + (1-ф)pi -  общее давление, g  -  вектор ускорения силы тяже­
сти.

Система (8)-(12) в автомодельной переменной ( E = х3 -  c t) в предположении, что лед

неподвижен, вектор ускорения силы тяжести равен нулю ( v  = 0, g  = 0 ) и (рг,p W,p tot) = const, сводится 
к следующей системе уравнений относительно искомых функций ф, p W, vW :

d  (c(PwФ + (1 -ф)Рг ) -  ФPwVw ) = 0, (13)dE
v = -  Щ ) dpw (14)

W фц dE ’

U ± f ta_ l _ )  = - p d(p ,o, - p w) . (15)
dE I 1 -ф )  dE

Уравнения дополняются следующими условиями:
Иф

= 0. (16)ф(0) = ф0 6 (0,1), ф|= -ю = 0, Иф



Интегрируя (15), получим

68

с ,  Ф ,
pw = У  ln^ —  + A1. (17)

Ё 1—Ф
Из (17) и (14) получаем

k (Ф)| с| dф
vw = — 2 ....... - £ .  (18)

Ф (1 — Ф)иЁ d4

Подставим (18) в (13) и проинтегрируем полученное выражение

/ Д /1 ч ч pwk(^ | с\ <Ф . , л п .

с(pwф + (1 — v )p i) + —“ ,Л д -  A2. (i9)
Ф(1—Ф)иР d4

Используя условия (16), из равенства (19) получаем уравнение для пористости:

а(Ф) = |c^(pw — p i), (20)
dq

p wk  (Ф)| с|
где а(Ф) = --------------- > 0 при Ф е (0,1) и а(Ф) = 0 при Ф < 0 и Ф > 1 .

ф/л/3(\ — Ф)

Определение 1. Слабым решением задачи (13)-(16) в области R ~ = (—»;0) называются функции

Ф(4), pw (4), vw (4), если:
1) Ф(4) имеет непрерывную производную, удовлетворяет 
уравнению (20) и условиям (16);
2) p w (4) удовлетворяeт равенству (17);
3) vw (4) удовлетворяет уравнению (18).

Теорема 1. При выполнении условия ф0 е [0,1] существует по крайней мере одно слабое решение
задачи (13)-(16). Это решение обладает свойством 0 < Ф(4) < 1. Кроме того, существует точка

* *
4 е (—<»;41] такая, что Ф(4) = 0 для всех 4 < 4 .

Для доказательства теоремы достаточно установить разрешимость задачи

а(Ф)dФ = |с|ф(Pw — p i), 4 < 0, Ф(0) = Ф0 (2 1)
d4

и показать, что ф(4 ) = 0  при 4  < 4  .
Пусть s е (0,1), а£ (ф) = а(ф) + s > 0 . Рассмотрим задачу

ае (фЕ) = W E(pw — p i), 4 < 0  ф (0 ) = ф0. (22)d4

Лемма 1. Если фе (4 ) -  решение задачи (22) и ф е [ , ] , то

dvs

ф0 е [0,1] , то 0 < фе (4 ) < 1. 

= а(фs ) + s > 0
Положим v s = J а е (x)—x. Тогда -Ф и фs =ф(v е ).

0
Рассмотрим задачу

d s
= |с|у s (pw — p i), 4<  0, v s (0) = J аs (x)dx = v0. (23)

d 4  0

Согласно теореме Арцела, из последовательностей { vs (4)}, {ф s (4)} можно выбрать равномерно
сходящиеся к v(4), ф(4) подпоследова-тельности. В силу непрерывности правой части уравнения в
(23), в равенств

0
v0 — v S (4 ) = J |с\фS (x)(pw — p i)dx

4
можно перейти к пределу при s ^  +0 . В результате получим, что предельные функции 
удовлетворяют соответствующим интегральным 
уравнениям, т.е. являются решением задачи (21).



A 3 % *  = A 3% 1 -  j d x .
J  V

Функция ф(%) непрерывна на отрезке [%1,0] и, следовательно, существует значение

ф1 = ф(%1) 6 [0,1]. Поэтому можно рассмотреть задачу

а(Ф) = |cty(pw -  Pi ), % < %1, ф(%1) = ф1. (24)
d%

Лемма 2. Пусть ф(%) -  решение задачи (24), ф 6 [0,11 k  (ф) = ф”1 (1 -  ф) ”2. Тогда существует такая

точка %’ < %1, что ф(%) = 0 для всех % < % . Если ф1 =  0 , то %’ = %1.
Доказательство. Из (24) имеем:

du | | . . ф а(х) ,
-7 7 = c (Pw -  Pi) = A3, м(ф) = | -dx. (25)d% 0 х

Интегрируя уравнение (25) по % от произвольного значения % до %1 , получаем

и(ф(%1)) -  м(ф(%)) = A3(%1 -  %).
Поэтому U(ф(%)) < 0 для всех % < % , где % удовлетворяет условию

1 а (  х)

0 х
Тогда из определения м(ф) следует, что U (ф(%)) = 0 при % < % .

Случай ф(%1) = 0 рассматривается также как в [11]. Лемма 2 доказана.
С учетом леммы 2 задача (24) рассматривается аналогично задаче (21).
Таким образом, существует функция ф(%), удовлетворяющая определению слабого решения 

задачи (13)-(16). Теорема доказана.
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