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решение которого находится в квадратурах. Таким образом, имея представление для m(g) , из (16) 
находим s(g ) . Далее подставляя m(g) и s(g) в представления для истинных скоростей воды, воздуха 
и твердой матрицы находим с и, следовательно, решение задачи (8)-(13). Работа выполнена при 
финансовой поддержке гранта РФФИ №16-08-00291.
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Задачи о движении вязкой несжимаемой жидкости в областях с твердыми и границами и гра
ницами раздела являются чрезвычайно актуальными в настоящее время ввиду различных важных 
приложений. Такие задачи связаны с изучением конвективных многофазных течений, течений через 
пористую среду, испарением капли и стеканием пленки, находящейся на твердой, часто нагреваемой 
подложке [1]. Нестационарные задачи гидродинамики в областях со свободными границами продол
жают оставаться очень сложными с математической точки зрения ввиду проблемы динамического 
контактного угла. Проблема динамического контактного угла возникает вследствие несовместимости 
условий на свободной поверхности жидкости и условий прилипания на твердой стенке в окрестности 
движущейся линии контакта трех фаз. Известны различные способы замыкания постановки задачи о 
движении вязкой несжимаемой жидкости при наличии движущейся линии контакта (или точек кон
такта в двумерном случае). Данные способы включают замену условий прилипания условиями про
скальзывания на некотором участке твердой стенки вблизи линии контакта, асимптотический подход, 
предположения о равенстве угла контакта л или нулю и другие подходы (см., например, [2, 3]). Для 
некоторых математических моделей, описывающих течения жидкостей с динамическим контактным 
углом, доказана корректность постановок начально-краевых задач. Разрешимость изучаемой задачи с 
неизвестной границей и динамическим контактным углом доказана в работе [4]. При этом на твер
дых стенках области течения условие прилипания заменено условием пропорциональности касатель
ного напряжения разности касательных скоростей жидкости и стенки.

Рассматривается задача о течении жидкости в двумерном случае при условии движущейся с 
постоянной скоростью точки контакта [4-6]. При этом декартова система координат выбрана таким 
образом, что вектор ускрения силы тяжести р направлен вдоль продольной оси (здесь Ox, см. рису
нок 1, рисунок 2). Течение вязкой несжимаемой жидкости со свободной границей исследуются чис
ленно на основе математической модели, котора включает уравнения Навье-Стокса, кинематическое и 
динамическое условия на свободной границе и условия проскальзывания на твердых границах. По
строены численные алгоритмы с использованием конечно-разностных схем второго порядка аппрокси
мации по пространству и времени. Численные эксперименты проведены для жидкостей типа воды, эта
нола, HFE7100 в условиях нормальной и пониженной гравитации при различных значениях статиче
ского контактного угла Фо, коэффициентов трения у, уо и поверхностного натяжения (см. рисунок 3). 
Численно исследуется зависимость динамического контактного угла Ф от скорости движения точки
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контакта S. Определяется влияние интенсивности гравитационного поля р на характер названной 
зависимости.

Рисунок 1 -  Поле скоростей 
Область течения Q жидкости при наличии динамического контактного угла Ф. Топология течения; результаты 

расчета течения жидкости (этанол) в случае Ф0 = 63 (статический контактный угол); S = 3 см/с (скорость движе
ния точки контакта); у0 = у = 100 г/(см2с) (коэффициенты трения типа «жидкость -  твердая стенка»); условия

нормальной гравитации (р = 981 см/с2).

Область течения Q жидкости при наличии динамического контактного угла Ф. Топология течения; результаты 
расчета течения жидкости (этанол) в случае Ф0 = 63 (статический контактный угол); S = 3 см/с (скорость движе

ния точки контакта); у0 = у = 100 г/(см2с) (коэффициенты трения типа «жидкость -  твердая стенка»); условия
нормальной гравитации (р = 981 см/с2).

Рисунок 3 -  Отклонение динамического угла Ф от статического Ф0 
Этанол; условия нормальной гравитации (Р = 981 см/с2); различные значения статического угла (Ф0=63 и 

Ф0=87) и коэффициентов трения (у = у0 = 1 г/(см2с) и у = у0 = 100 г/(см2с)).
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Указанная зависимость динамического контактного угла от скорости движения точки контакта 
характеризуется увеличением значения динамического контактного угла при увеличении скорости 
движения точки контакта.

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 15-19-20049).
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Необходимость учета множественных релаксационных процессов при описании динамики рас
творов и расплавов полимеров является одной из актуальных проблем в реологии. Решение этой за
дачи для подавляющего большинства реологических моделей находят, создавая их многомодальные 
приближения [1-5].

Часто при этом удается разделить параметры модели, отвечающие за области линейной и нели
нейной вязкоупругости. Соотношения нелинейной вязкоупругости определяют специфику реологи
ческих моделей и здесь не рассматриваются. В то же время соотношения линейной вязкоупругости, 
полученные в области малых градиентов скорости, приводят к одинаковым выражениям и оценка 
параметров реологических моделей, которых может быть достаточно много, в этом случае представ
ляет научный интерес.

Одной из важных характеристик линейной вязкоупругости являются компоненты динамиче
ского модуля: модуль сдвига и модуль потерь, зависимости которых от частоты выглядят так:

п 9 эд

« " > - 1  о та=1 а=1
Здесь ш -  частота, та -  набор времен релаксации, ija -  набор сдвиговых вязкостей; a=1,2,...,n; 

n -  число учитываемых релаксационных процессов.
В этом случае может быть поставлена следующая задача: подобрать значения та и ца, так, что

бы минимизировать отклонение расчетных величин от экспериментальных данных. Решение этой 
задачи содержит несколько этапов:

Зафиксируем набор та .
1. Подберем т]„ -  минимизируя зависимость G от частоты ш.
2. Подберем ^  -  минимизируя отклонения зависимости G от частоты ш.
3. В качестве искомых зависимостей вязкости возьмем ija — (rfa +  ^ > /2 .
Эти этапы можно легко реализовать в одной из вычислительных сред, например, в Excel или 

MATLAB.
Не останавливаясь на деталях вычислений, посмотрим, как влияет n-число мод на точность по

строенных моделей. Это связано с тем, что в литературе часто рассматривается десяти- и более модо- 
вые приближения. Так как в дальнейшем полученные модели используются для описания более 
сложных течений, например, течений в сходящихся каналах, расчеты которых требуют существен


