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Об операторе секционной кривизны  на трехм ерны х м етрических группах Ли

С.В. К леп и ко ва , И .В . П оном арев, О.П. Х ром ова
Алт ГУ, г. Барнаул

Задача об установлении связей между топологией и кривизной риманова многообразия являет­
ся одной из важных проблем римановой геометрии [1-7].

Работа О. Ковальского и С. Никшевич [8] посвящена решению задачи о предписанных значе­
ниях спектра оператора Риччи на трехмерных римановых локально однородных пространствах. 
В дальнейшем аналогичные результаты для оператора одномерной кривизны, а также для оператора 
секционной кривизны получены Д.Н. Оскорбиным, Е.Д. Родионовым, О.П. Хромовой [9, 10].

В псевдоримановом случае известна работа Дж. Кальварузо, О. Ковальского, в которой иссле­
дуется задача о существовании трехмерной группы Ли с левоинвариантной лоренцевой метрикой и 
заданным оператором Риччи [11].

Тензору кривизны Римана R  в любой точке многообразия М  можно поставить в соответствие 
оператор секционной кривизны K : Л 2хМ  ^  Л 2хМ , определяемый равенством

( X  л Y , K (T л  V)), = R x(X , Y , T ,V ),

где ^,^ -  индуцированное скалярное произведение в слоях Л 2хМ  пространства расслоения Л2М , 

определяемое правилом
( X , л X 2, Y л  Гг) = d e t ( g , ( x , Yj)).

В отличие от случая римановой метрики, где всегда существует базис, в котором матрица само­
сопряженного оператора (например K ) диагональна, в псевдоримановом случае приходится учиты­
вать не только сами собственные значения (которые могут быть и комплексными, и действительны­
ми), но и их алгебраическую и геометрическую кратность. Возможны различные варианты известные 
как типы Сегре (см. [11]):

1. Тип Сегре {111}: K  имеет три действительных собственных значения (возможно совпадаю­
щих), каждому из которых соответствует одномерное собственное подпространство

2. Тип Сегре {lzz}: K  имеет одно действительное и два комплексно сопряженных собственных 
значения.

3. Тип Сегре {21}: K  имеет два действительных собственных значения (возможно совпадаю­
щих), первый из которых имеет алгебраическую кратность 2 , каждому из которых соответст­
вует одномерное собственное подпространство.

4. Тип Сегре {3}: K  имеет одно действительное собственное значение алгебраической кратности
3 и соответствующее ему одномерное собственное подпространство.

Данные исследования являются продолжением работы Дж. Кальварузо, О. Ковальского [11]. В 
работе доказаны аналогичные теоремы для оператора секционной кривизны на трехмерных груп­
пах Ли с левоинвариантной лоренцевой метрикой. Так, например, была доказана следующая теорема.

Теорема. Трехмерная группа Ли с левоинвариантной лоренцевой метрикой и заданным опера­
тором секционной кривизны K , который имеет тип Сегре {3}, существует в том и только в том 
случае, если данное собственное значение отрицательно.

Идея доказательства
Используя классификацию трехмерных алгебр Ли с лоренцевым скалярным произведением и 

удобные для вычислений базисы, приведенные в работах [4, 11-13], можно показать, что оператор 
секционной кривизны имеет тип Сегре {3} тогда и только тогда, когда в алгебре Ли существует базис

{e1, e2, e3} такой что

[e^e2] =  e - A e 3, [e„e3] =  —e1 — ?e2, \p2 ,e 3] =  ^£ 1 +  e2 +  e3 ,
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'  1 0  0 л

g  = 0 1 0

V0 0 — 1
Вычислим в данном базисе матрицу оператора секционной кривизны с помощью математиче­

ской модели описанной в работах [14-17]:

Г— 1  Я2 Я — Я л

K  = Я —2 — 2

Я 2 —
(N—

Прямые вычисления показывают, что оператор K  имеет тип Сегре {3} тогда и только тогда,

когда Я 0 , причем тогда он имеет собственное значение k  = — j  Я  < 0.
Отметим, что данный результат естественно обобщается на случай трехмерных локально одно­

родных лоренцевых многообразий.
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The interior of the unit ball corresponds to the Lobachevsky space in the Klein's model. Convex 
subsets in Lobachevsky space coincide with the usual convex subsets of the unit ball. However, the convex 
geometry o f Lobachevskii space is more substantial in analytical plan.

In particular, one can naturally associate an arbitrary compact convex subset Q with conformally flat

d x2
metric d s2 = —-----, x e R" 1, of bounded one-dimensional sectional curvature K (x,A ) , which is defined

hQ( x) V W

on Rn—1 [1]:

where hQ (x) is a positive function of the class Cu defining conformally flat metric, VhQ is the gradient of

d 2 hQ
hQ (x) satisfying to the Lipschitz's condition, Q is the second derivative of function hQ, in sense F.

Clark [2], along arbitrary unit vector A e  R n 1, к  > 0 is a positive constant such that (—к) is the curvature 

of Lobachevsky space.
In this paper we call such functions as support functions for a convex set Q (see also [3-4]). In the 

case of a finite convex polyhedron of Lobachevsky space the following formula is true

hQ (x) = min {h . (x)} , (2)

where h. (x) are support functions of (n — 1) dimensional sides of the border of Q .
i

Calculation of functions h. (x) occurs recurrently and reduced to the case when Af are k  -
i

dimensional simpleksa ( k  < n ). Such functions will be called elementary conformal splines [3].
In contrast to the conventional presentation of spline functions, the representation (2) o f the function 

hQ (x) via conformally flat spline functions has another nature, since not required to specify the domain of

definition h. (x ) . Function hQ (x) has smoothness Cu and any function f  e  C1 can be arbitrarily closely
i  Q ’

approximated via function hQ (x )o f the form (2) in the norm of C 1 -  space on a compact subset (for

sufficiently large к  ). The obvious formula (2) for the function hQ (x) allows us to simplify calculation and

to make its more effective: it isn't need to break the domain of definition of hQ (x ) , and it is possible to use

parallel algorithms for calculation o f elementary splines. In work [4] the algorithm of calculation is realized 
in MatLab and Mathematica packages.

In a one-dimensional case the graph of function hQ (x) = min {h. (x)} composed of four one-
Q i=1,.,4 * i '

dimensional splines is represented in figure 1. Each spline h. (x) corresponds to the segment Af in
i

Lobachevsky's plane ( see figure (2)).


