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перестрахования на величину современной стоимости аннуитета с уче­
том инфляции и среднерыночной интенсивности роста капитала. По­
казано, что моделирование рыночной ситуации и процесса перестра­
хования аннуитета позволяет найти пороговые значения одних пара­
метров, которые обуславливают в среднем неплатежеспособность за­
емщиков при фиксированном значении других. Макетное моделирова­
ние в простейших случаях возможно в среде MS Excel, для многопа­
раметрического моделирования на уровне программного продукта не­
обходимо использование специализированных систем, например, таки 
AnyLogic.
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Пути перехода к хаосу. Свойства хаотических динамик 
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Для определения хаотических колебаний необходимо понятие та­
кого вида движений. Однако так как современные исследования рас­
крывают всё новые стороны нелинейной динамики, то определения 
хаоса ограничиваются некими классами математических задач. Сейчас
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нелинейную динамику можно поделить на несколько подвидов, в за­
висимости от преобладания хаотичности и способа её возникновения.

К настоящему времени известны, по крайней мере, три пути, кото­
рыми при изменении внешних управляющих характеристик нелиней­
ная система приходит к хаосу. Любой вид хаотичности может быть 
реализован опытным путём. При этом поведение системы обнаружи­
вает универсальность, сходную с универсальностью, которую можно 
найти в переходах между точками равновесий систем второго порядка.

Первый путь перехода к хаосу рассматривает простое разностное 
уравнение, используемое для описания зависимости и которое осцил­
лирует во времени между устойчивыми величинами (неподвижными 
точками), значения которых рассматриваются также в качестве явных 
значений внешних параметров. Это продолжается до тех пор, пока 
число неподвижных точек не становится бесконечным, причем значе­
ние параметра, при котором временные изменения параметра стано­
вятся нерегулярными, остается конечным.

Второй подход, известный как сценарий перемежаемости, означает, 
что регулярный во времени сигнал прерывается статистически распре­
деленными интервалами нерегулярного движения. При вариации 
внешнего управляющего параметра среднее число этих разрывов уве­
личивается до тех пор, пока движение не становится полностью хаоти­
ческим.

Третий путь перехода происходит тогда, когда траектории начина­
ют прижиматься к ограниченной области фазового пространства, где 
первоначально близкие траектории экспоненциально разбегаются, так 
что движение становится хаотическим. Эти особые области фазового 
пространства названы странными аттракторами [1, 2].

Также у хаотичных колебаний присутствуют характерные свойст­
ва:

• Чувствительность к изменению начальных условий (часто из­
меряемая показателем Ляпунова и границами фрактальной об­
ласти).

• Широкий спектр движения, возбуждаемого на одной частоте.
• Фрактальные свойства движения в фазовом пространстве, ко­

торые указывают на присутствие странного аттрактора.
• Растущая сложность регулярных движений по мере изменения 

некоторого параметра эксперимента, например удвоение пе­
риода.

• Переходные или перемежаемые хаотические движения; непе­
риодические всплески нерегулярного движения (перемежае­
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мость) или первоначально неупорядоченное движение, кото­
рое, в конце концов, релаксирует к регулярному [3].

Определение (Хаотическая динамика). Термин «хаотическая ди­
намика» относится к динамическому поведению определенных урав­
нений F, которые обладают

a) для каждого п > 1 невырожденной n-периодической точкой
b) несчетным множеством S Е /, не содержащим периодических 

точек и асимптотических периодических точек. Траектории 
таких точек блуждают в /  «случайным» образом.

Теорема. (Ли и Йорке). Пусть J — интервал, и отображение 
F:] - » /  непрерывно. Предположим, что существует точка а 1 Е / ,  для 
которой точки а 2 = F (a ,) ,  а 3 = F 2( a 1), и а4 = F 3(a1), удовлетво­
ряют соотношениям

а4 < а 1 < а 2 < а 3 (или а4 > а 1 > а 2 > а 3 )
Тогда для каждого к = 1,2, . . .  в /  существует периодическая точка 

периода к а также существует несчетное множество S Е J, (не содер­
жащее периодических точек), которое удовлетворяет следующим ус­
ловиям:
для произвольных попарно неравных р, q Е S

l im „ ^  sup | Fn (p ) -  Fn(q) | > 0 и 
l i m ^  i n f  |Fn(p ) -  Fn(q)\ = 0; 

для каждой точки p E S и периодической точки q E J
lim^oc sup |F n(p ) -  Fn(q) \ > 0. (1)

В результате заметим, что если а , независимо изменяющаяся и 
превышает некоторое значение, то сходимость к равновесию стано­
вится немонотонной и возникают осциллирующие колебания. Если же 
продолжать увеличивать значение а  в дальнейшем, то возникнет зна­
чение, при котором появится цикл случайного периода к. Также суще­
ствует несчетное множество начальных условий, при которых траек­
тории хаотично движутся в определённой ограниченной области [4, 5].

Таким образом, можно утверждать, что небольшие изменения 
структурных параметров могут привести к качественным изменениям 
системы. Также на поведение нелинейно системы оказывают воздей­
ствие начальные условия. При разработке математических моделей это 
имеет большое значение. Качественные изменения структурных пара­
метров и их начальные условия могут приводить к возможным по­
грешностям измерений из-за хаотичности. Это делает непростой зада­
чей предсказание поведения нелинейных систем и управления ими. 
Даже если модель построена с учётом всех параметров, то на практике,
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из-за неустранимых ошибок измерений, предсказание может быть не­
возможно.

Траектория простого нелинейного детерминированного разностно­
го уравнения первого порядка может быть подвержена хаотическим 
флуктуациям. Они могут казать случайными и ошибочно могут быть 
отнесены к ошибкам измерений или воздействию внешних факторов. 
В детерминированных линейных разностных уравнениях такие свой­
ства не наблюдаются. Нелинейность порождает хаос. Таким образом, в 
контексте моделирования экономических явлений, основанных на ли­
нейных разностных уравнениях, законно будет добавление оправдан­
ных теоретически нелинейностей, которые могут объяснить экономи­
ческие флуктуации в некоторых случаях успешнее, чем просто введе­
ние случайных переменных.
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