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Об одной модели двухфазной фильтрации 
в пороупругой среде 

А.А. Папин, Ю.Ю. Подладчиков
АлтГУ г. Барнаул, университет Лозанны

Рассматривается изотермическое движение двух
несмешивающихся жидкостей в деформируемой пористой среде. 
Уравнения сохранения массы для каждой из жидкостей и пористой 
среды, законы Дарси и Лапласа для жидкостей, а также реологическое 
соотношение для пористости имеют вид [1, 2]:
Я я
-  ) + v • ( ф З ф , ) = О, / = 1,2, -  ((1 -  Ф)р1 ) + V • ((1 ■- ф )р$щ) = о,
Ot Ot

~ Щ )  = - ^ о  — (V f t  + p f g ) ,  Р 2 ~ Р \ =  Р с ( х ^ \ \  51 + s 2 = 1, 
Mi

1 dv
V  ' “ 3 =  “ 7 7 7 7  Pe -  Pt  +  Щ ■ VA ),%(</>) dt

VPtot  = P t o t i = P e =  P t o t - P f ’ P f =  S\ P \  +  S2P2>
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/ v  = # /  + (W )ft, Рш = Фр /  + ( 1~Ф)р ъ , p j  = М а 0 + 52Я2)-
Здесь ф -  пористость щ -  скорость ой фазы (г = 1,2,3 ), s-t и pt -  

насыщенность и давление жидкой фазы (г = 1,2), p s -  давление 

твердой фазы, р е -  эффективное давление.

Заданные функции: p f  -  истинные плотности (г = 1,2,3 ), -

тензор фильтрации, kQi -  относительные фазовые проницаемости, щ

-  вязкости жидкостей, рс(х.Л|) -  капиллярный скачок давлений, д(ф) 

и Pi (ф) -  коэффициенты объемной вязкости и объемной сжимаемости 

горной породы, g -  ускорение силы тяжести. Условие

Pi = const (i = 1,2,3) приводит к замкнутой системе уравнений для 

Ф,щ,р1 ,р 8 . В случае ф=ф{х) сформулированная система уравнений 
есть модель Маскета-Леверетта [3-8].

В [9] дается постановка задачи и проводится преобразование 
трехмерной системы уравнений, записанной в переменных Эйлера. В 
результате возникает система составного типа, содержащая, как в 
классической модели Маскета-Леверетта, вырождающиеся на решении 
уравнения. Для скорости твердой фазы возникает условие
совместности.

В одномерном случае исходная система система принимает вид

^ l  + A  (^и ) = о, i = 1,2, (1)
dt дх 1 1

s^ (u i - u 3) = - K 0^ L ( ^ - - p f g ) ,  / = 1,2, (2)
уЦ- дх

_ о
Sl+S2 = l,  Р2 - Р \  = P c (x, s ) ,  s=  ^  ^  е[0,1], (3)

l - 5 l  - S 2

(4)
dt ох

^  = -а 1{ф)ре - а 2{ф){Ц^ + иъ^ - ) ,  (5)
их ot ох

^  = - P t o t g  (6 )ох
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Здесь (x,t) -  переменные Эйлера, ах(ф) = —-— , а2(ф) = /Зг(ф).
£(Ф)

Пусть у  = y (£ ,x , t )  -  решение задачи Коши

ду
—  = Щ ( У , С ) ,  y \ c = t = x - (7 )
дС ь

Положим £, = у(£  ,x,t) |^=о и возьмем за новые переменные g u t .

Тогда = ( 1 - ^ ° ( | ) ) J ( | , / ) , где J(E,,t) = —  -  якобиан
дх

перехода. Система уравнений в новых переменных может быть 
приведена к виду

— (——  s\ ) - — ((1 -  0Ж оя(5) ~  +dt \ - ф  1 дх и дх

+ ( 1 - 0 ж Д  + /о )  = О,
дх

д ф д др
ot 1-ф дх дх

(1 -ф) Ot ot

(1 - Ф ) ^ = - Р Ш Е ,  (11)ох

(8)

где

a(s) = - k° lk°2 d? c > 0 Jc0i = ^ - , k  = k01 +k02, a(0) = a( 1) = 0, 
k  ds jut

Kx = K 0k01, / o = - ^ a V

P = P \ - \ — — <%, K  = K 0k ,
1 ; k  d%

f  = _^0§(^0lA° +^02P2)- 
Скорость щ  явно не входит в систему (8)—(11). С учетом связи 

функций p tot и р е , четыре уравнения системы служат для 

нахождения 5, р  , ф . p s . Затем из уравнения неразрывности твердой 

фазы находим щ . Наконец из (7) восстанавливаем переменные 
Эйлера.
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В докладе излагаются результаты о разрешимости начально­
краевых задач для уравнений двухфазной фильтрации в пороупругой 
среде [10-12].

Работа выполнена при финансовой поддержке государственного 
задания Минобрнауки РФ № 2014/2, РФФИ (код проекта 13-08-01097).
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О точных решениях задачи протаивания грунта 
под действием инфильтрации осадков

А.Г. Петрова, А. С. Алейников, 
Ю.А. Бочкарева, Д.Л. Михина

АлтГУ, г .Барнаул
Работа посвящена построению точных решений с подвижной гра­

ницей протаивания одномерной задачи тепломассопереноса с фазовым 
переходом в ненасыщенном грунте. Точные решения строятся в двух 
вариантах постановки задачи: без учета силы тяжести, и с учетом ее.

Основная модель формулируется в следующих предположениях: 
вода и лед несжимаемы, воздух -  вязкий совершенный газ; температу­
ра и давление общие для скелета и пор; поверхность грунта подверже­
на воздействию выпадающего с определенной скоростью и температу­
рой дождя [1].

Следуя [2], считаем, что область между дневной поверхностью и 
фронтом протаивания занята грунтом, который рассматривается как 
пористая среда с неподвижным скелетом и порами, заполненными во­
дой и воздухом. Область перед границей фазового перехода занята 
мерзлым грунтом, в порах которого находится лед и воздух. Таким 
образом, в области 0<\<c(t) инфильтрации осадков выполнены сле­
дующие уравнения относительно неизвестных функций S-

влагонасыщенности, плотности воздуха в порах Р а , температуры Т и 
давления Р.

+Р« J “(V» ) = 0, nT-Pa(l ~Sw)+-^(PaVa)=0’ dt ox dt ox

v =_Vj(s*)p P = PaRT, j  = a,w,
J x


