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Граф делителей нуля кольца с единицей 

А.С. Кузьмина 
БГПУ, г. Барнаул 

 
На протяжении данной работы слово «кольцо» означает ассоциа-

тивное кольцо с единицей, имеющее ненулевые делители нуля. 
Идея построения графа делителей нуля впервые была использована 

в 1986 г. в работе [2]. И. Бек строил графы делителей нуля для комму-
тативных колец и занимался, в основном, раскраской таких графов. 
Вершинами графа делителей нуля в работе [2] считаются все элементы 
кольца, причем две различные вершины x и y соединяются ребром то-
гда и только тогда, когда xy=0.  

В 1999 г. Д. Андерсон и Ф. Ливингстон  в работе [1] несколько из-
менили способ построения графа делителей нуля: вершинами графа 
считались все делители нуля коммутативного кольца. По мнению этих 
авторов, такое определение лучше иллюстрирует структуру множества 
делителей нуля кольца.  

Мы вводим следующее определение графа делителей нуля. Пусть 
R– произвольное кольцо. Вершинами графа делителей нуля кольца R 
будем считать все ненулевые делители нуля кольца, причем две раз-
личные вершины x и y соединяем ребром тогда и только тогда, когда 
xy=0 или yx=0. Граф делителей нуля кольца R обозначим через (R).  

Теорема 1. Пусть R –  конечное кольцо (не поле). Граф (R) явля-
ется эйлеровым в том и только в том случае, если )(1
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pi  2 при i=1,...,s, s2. 
Двудольный граф G – это граф, множество вершин V которого 

можно разбить на два непересекающихся подмножества V1 и V2 таким 
образом, что каждое ребро графа G соединяет вершины из разных 
множеств. Полные двудольные графы будем обозначать Kn,m, где 
n=|V1| и m=|V2|. 
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Предложение 2. Пусть R –  кольцо, такое, что (R) = Kn,m. Тогда 
либо кольцо R редуцированное, либо (R) = K1,m. 

Следствие 3. Пусть R – конечное коммутативное кольцо. (R) = 
Kn,m тогда и только тогда, когда R  GF(q1)  GF(q2), где GF(q1) и 
GF(q2) – конечные поля. 

Кроме того, ряд результатов, доказанных в [1] для коммутативного 
кольца, в настоящей работе обобщен на случай произвольного кольца. 
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Интерпретация арифметики в решетке идеалов LF 
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В работе [1] построена интерпретация арифметики в решетке идеа-
лов свободной векторной решетки с тремя порождающими. В настоя-
щей работе получено обобщение данного результата: 

Теорема 1: Модель N положительных целых чисел относительно 
элементарно интерпретируется  в решетке идеалов LFn свободной век-
торной решетки с n порождающими для любого n ≥ 3. 

В доказательстве теоремы использован метод Ю.Л. Ершова относи-
тельно элементарной определимости [2], описание идеалов свободной 
векторной решетки, полученное в работах [1] и [3] и идеи работы А. 
Гжегорчика [4]. 

Следствие 1: Элементарная теория решетки идеалов LFn свободной 
векторной решетки наследственно неразрешима для любого n ≥ 3. 
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